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L Abschnitt. 

Integratloii elnfaeher Differentiale. 
Integratfonsmethoden. 

§ 1. Aufgrabe der Integralrechnnngr* Begriff des 
unbestimmten Integ^rals. 

Die Integralrechnung beschäftigt sich mit der Auf- 
gabe zu einem gegebenen DifiFerential die ursprüngliche 
Funktion aufzusuchen. In diesem Sinn ist sie als die 
ümkehrung der Differentialrechnung anzu- 

. dy 
sehen. Beispielsweise ist der Quotient ^ = 4 x' 

offenbar durch Differentiation nach x hervorgegangen aus 

Man nennt y = x^ das Integral des Differentials 
dy = 4x'dx und schreibt 



=/ 



4 x'* dx = X* 



Erklärung. Das Integral des Differentials 
dy = f (x) dx,7geschrieben 



y= Jf(x)dx = P(x) (1) 



und gelesen: „Integral f (x) dx'' ist die Funktion, 
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10 Integration einfacher Differentiale. 

welche nach x abgeleitet f (x) liefert. Dasselbe ist 
somit definiert durch 

Fügt man der Funktion F (x) additiv eine beliebige 
Konstante C bei, so folgt aus 

y = Jf(x)dx+C = F(x) + C 
durch Ableitung nach x 

Die durch Integration aus f (x) dx unmittelbar 
hervorgegangenb Funktion F (x) kann also um eine be- 
liebige Konstante vermehrt (oder vermindert) werden, 
ohne dass sie ihre Eigenschaft als Integral von f (x) dx 
verliert. 

Erklärung. Man nennt deshalb 

y = ;f(x)dx + C = F(x) + C 
das unbestimmte Integral von f (x) dx und be- 
zeichnet C als Integrationskonstante. 

So heisst y = ax' + das unbestimmte Integral 
von 2 a X d X; da man stets zu dem gleichen Differential 
gelangt, welchen Wert auch C erhalten mag. 

Satz. Das Integral des Differentials 
f(x) dx ist bis auf eine Konstante C eindeutig 
bestimmt, welche vollständig willkürlich ge- 
wählt werden kann. 

§ 2. Geometrische Bedeutung des unbestimmten 
Integrals. 

Das aus dy = 2 ax dx durch Integration hervor- 
gehende unbestimmte Integral 

y = ax' + C _ , 
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Geometrische Bedeutung des unbestimmten Integrals. 11 



stellt die um y = in der Bichtung der y-Axe ver- 
schobene Parabel y = ax' dar und bei willkürlichem C 
somit eine Schar von solchen, die sämtlich in den Schnitt, 
punkten mit einer FaraUelen zur y-Axe gleiche Neigung 
gegen die x-Axe besitzen ; denn diese ist bestimmt durch 
(Fig. 1) 




Flg. 1. 



dy d (ax' + C) 
*««=d^=-Sf^-=2ax>. 

Somit gilt der 

Satz: Das unbestimmte Integral 
y = J f (x) dx + C = F (x) + C 
des Differentials dy = f(x)dx stellt eine 
Schar von kongruenten ebenen Kurven dar, 
die erzeugt wird, indem man die Hauptkurve 
y = F(x)in der Richtung der y-Axe verschiebt. 

§ 3. Integration einfacher Integralformen« 
Um ein gegebenes Integral J f (x) dx = F (x) zu 
bilden, hat man in den Formeln der Differentialrech- 
nung diejenige Funktion F(x) zu suchen, für welche 
F'(x) = f(x) ist. 
Indem man die Formeln der einfachsten Diffe- 
rentiale 
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12 Integration einfacher Differentiale. 

d F(x) = f(x)dx in P(x) = J f(x)dx 
umschreibt, erhalt man die folgenden Integralformen, 
in denen der Kürze halber die Integrationskonstante G 
weggelassen ist. 

1. 1 x"! dx = — r—r x"! + * 5. fcos x dx = sinx 
J n + 1 

Jdx 
— = log X 6. Jsin X dx = — cos x 

/• a^ /• dx 

I a» dx = -. 7. I — i— = tg X 

J log a J cos' X ^ 

Jdx 
^-y- = — cot X 
sin'x 

Jdx 
^ . , = arc tg X = — arc cot x 

J dx 



3. 



10. I . ^ a = arc sin X = — arc cos x 



§ 4. Integration einer Snmme oder Differenz. 

Nach § 17 der Differentialrechnung ist 

^^^=^^-^E±b£ (1) 

oder 

/ du dv\ 

d(Au + By) = (A5^ + Bg^jdx. 

Hieraus folgt durch beiderseitige Integration 

Au + By = J(A £±b|^) dx. (2) 

Setzen wir hierin 

u = J f (x) dx, V = J y (x) dx, 
woraus sich ergiebt 

du • , V dv , . 

d^=*W'S = ^(^)' 

\ Digitizedby Google 



Integration einer Summe oder Differenz. 13 

80 geht die Gleichung (2) über in 

AJf(x)dx + BJy(x)dx = J'[Af(x)±By(x)]dx, (3) 
womit gewonnen ist der 

Satz; Das Integral einer Summe, bezw. 
Differenz ist gleich der Summe bezw. Diffe- 
renz der Integrale der einzelnen Glieder. 

Für B = o geht die Gleichung (3) über in 
Aj'f(x)dx = JAf(x)dx: 

Satz: Konstante Faktoren dürfen vor das 
Integrationszeichen gesetzt werden. 

Beispiele. 

1. J'(ao + *i^ + *2^' + '--+a^3cn)dx = C + aoX+2ajX» 

2. Aus 1 : l + x»=l — x' + x* — x«+... folgt durch 
Integration 



h 



X' . X" X' 



-y = arctgx = x— — + -- — — + 



und hieraus beispielsweise für x = 1 

3. / (A cos X + B sin x) dx = A sin X + B cos X + C. 

+ c arc sin X + C. 

§ 5. Integration durch Substitution. 

Soll das Integral ermittelt werden 

Jf[v(x)]dx, ^ , 
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14 Integration einfacher Differentiale. 

so ist es häufig zweckmässig, durch die Substitution 

eine neue Veränderliche einzuführen. Folgt hieraus 
durch Auflösung nach x x = ^ (y), so ist dx = ^' (y) dy 
und geht das Integral über in 

J i (y) V' (y) dy = F (y) + c. 

Setzt man nach Ausfuhrung desselben wieder 
q> (x) = y; so ergiebt sich als gesuchtes Integral 

FfvWJ + C. 
Erklärung. Man nennt den hiedurch angezeigten 
Weg zur Ermittlung eines Integrals „Integration 
dui^ch Substitution". Dieses Verfahren wird stets 
mit Vorteü angewendet, wenn unter dem Integralzeichen 
eine Funktion von einer Funktion auftritt. 

Die folgenden Beispiele werden die Fruchtbarkeit 
dieser Methode darthun. 

Jl C yJi + i (a+bx^Ji+i 

2.J^,= Jf = ly = l(- + a) [a + . = y] 

C 1 r -4 j (a4-bx)r-+* 

4.Jv(a+bx)ndx=^Jy3dy=— ^^ 

[a + bx = y] 
5. fek'' dx = Y ) eydy = ^ek=' [k* = y] 
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6. J sin (a + bx) dx = r- cob (a + bx) 

7. J cos (a + l>x) dx = ^ sin (a + bx) 

«•J co8'(f+bx) =T*8('* + ^^) 

^"•J a' + x« aj l + y' 

= -iarctgy = ^arotg(|j 

= arc sin y = arc sin I — I 

"•J'r^-2T;'<«-+i.-) 



xdx 



-(a'-x«) 



14. J tg X dx = — log cos X 

15. J cot X d X = log sin x 



[a + bx = y] 



[x = ay] 



[bx» = y] 



[oo8 X = y] 

§ 6. Integration dnreh trigonometrische Snbstitntion. 

Häufig ist es auch vorteilhaft, trigonometrische 
Funktionen durch Substitution einzufuhren, wie die 
folgenden Beispiele zeigen. 

1. Setzt man bx = a sin ^, woraus folgt 
bdx=aoo8,dy, Bo geht das Integral jW^^gl^ 
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1 1 . /bx\ 

= ^y=-^arc8m^-j. 

Jdx 
« 4- h* » * ®^ kann 

man setzen bx = atgy, woraus folgt dx = , . , dy. 
Das gegebene Integral geht alsdann über in 
^ Ca ^ 1 , bx 

3. Um I y, i ^ ^ zu ermitteln, setze 

bx = , q> = arc cos (r— ), dann folgt hieraus 

cosy'^ \bx/ ® 

dx = r- — — dq> und geht das Integral über in 
J dy = y = arc cos (t— )• 



man 



§ 7. Teilweise Integration. 

dj 
folgt 



. d(uv) dv , du 



uv= I Ut— dx+ I vj- dx und somit 

J("£)^=''^- J(^S)^ •'^«'^} (1) 

J u dv = UV — J V du j 

Erklärung. Man nennt die durch (1) angezeigte 
Integration die Methode der „teilweisen oder 
partiellen Integration*". ^ t 
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Das folgende Beispiel wird dieselbe erläutern. 

1. XJm J X sin X dx zu bilden , setze man x = u, 
sinx dx = dv^ woraus folgt dx ^ du, — cos x = v, so 
geht das Integral über in 

Jxsinxdx = — xcosx+Jcosxdx = — xcosx+sinx+C. 

2. / Ix dx = X Ix — / X d Ix = X Ix — x. 

3. J*xlxdx = |rixdx = |-x«lx — ^Jx'dlx 

= lx«lx-fx»=j(21x-l) 

4. Jxaxdx=ijxd(ax) = jl(axx-^) 

r, C ' A • r 3cdx 

5. I arc sm X dx = X arc sm x — I ^^ -j 

= X arc sinx + Vi — x* 

6. J* arc cos X dx = X arc cos x — J^l — x' 

7. J* arc tg X dx = X arc tg x — ^ 1 (1 + x') 

8. J* arc cot x dx = x arc cot x + ö 1 (1 H" ^') 

9. I X arc sinx dx geht mit du = x dx, u = -^; 



über in 

r • J 1 « • 1 r_^ A 

f X arc sinx dx = ^ x arc sin x — -^ \ .-r- — ^ dx. 

^ 2 2 JbitVlbT^c^xfuyie 

Janker, Höhere Analysis. IL 2 
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Das letzte Integral kann auf die gleiche Weise 

weiterbehandelt werden. Setzt man du = — - ^ a > 

yi — X* 



also u = Vi — x* und v = x, so folgt 

If dx 1 r x'dx 

2 J yr^^* "^ 2 J n — x' 

= — 2arcsinx+ -^ I ^-— -^ ; somit ist 
1 r* x'dx 1 ^ 1 . 1 p x« dx 

oder 

1 f x'dx 1 ,^ j 1 . 

— 2 ) 1/1 a ~ 4 ^ H — x' — j arc sin X, daher 

Jx arcsinxdx = 7(2x* — 1) arcsinx+ j x Vi — x". 

§ 8. Integration dnrch allmähliche Reduktion. 
1. Die teilweise Integration liefert häufig das Mittel^ 
Integrale gewisser Funktionen auf einfachere derselben 
Art zurückzuführen und dieselben durch eine Art von 
Beihenentwicklung zu ermitteln. 

Beispielsweise erhält man 
Jj = / sin' fpd<p = — / sin ^ d cos ^ 

= — sin y cos y 4" J* cos' q) d<p = — sin y cos q> 

+ S(1 — sin'9>)d9p 
= — sin q> cos 5p + 9> — Jg» 
Hieraus folgt 

2 Jg = — sin 5p cos y 4" 9 



Integration durch allmähliche Redaktion. 
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Erklärung. Man nennt diese Art der Ermittlang 
eines Integrals „Integration durch allmähliche 
Reduktion." 

2. Die Beduktionsformelu für 

Jk = J sin^ q> d<p und J_k = J sin— ^ ^ dy, 
wo k >o ist. 

Mit Hilfe der teilweisen Integration erhalten wir 
k-i k-i 

Jk = J* sin qp sin (p dq> = — / sin q> dcos q> 
k—i k-2 

= — cosysin <p + (t — l)/siny cos*q>dq> 

k— 1 
= — cos 9 sin q> +(k — l)[Jk-2 — Jk]. 

Hieraus folgt die Beduktionsformel 
k-i 
kJk = — cos y sin q> + (k — l)Jk— goder 

1 k-i t 1 

Jk = — jrcosy sin q> H :r—Jk-2 

Für k = n, n— 2, n— 4, . . . erhält man hieraus 

Jn = cosysm ?> -| Jn- 

n n 

^ n— 8 j^ 3 

Jn-2=— j^gCOSysin gp +:^zi2*^^'^ 

l n -5 j^ 5 

Jn-4 = — £:::jC0S9sin y +__J^__^ 

und für ein gerades n als letzte Gleichungen 



(1) 



1 3 

J4 = — l-cosysinV+jJj 

T 1 • 1 1 

o^ = — ^Coaq>Bmq> + ^q)j 

bezw. für ein ungerades n 
Jg = — K- cos qp sin V + F- Js 

T 1 .2 

J, = — ö-co8?P Sin 'y — ^ cos^p 





1 






n—l 




a — 4 


n 






n—l 


n— 3 


n— 6 


n 


n— 2 


Leichungen 
n— 1 n— 3 
n n— 2' 


5 
'6 


n— 1 n— 3 


3 


n n— 2' 


*4 


n— 1 n-3 
n n— 2 


6 

• — 

7 


n— 1 
n 


n-3 
n— 2 


4 
*5* 
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Werden diese Gleichungen mit den angeschriebenen 
Faktoren durchmultipliziert und addiert, so ergeben sich 
die allgemeinen Endformeln 

a) für ein gerades n 



n-l 1 n— 1 . ^-3 



1 n-i 1 n— 1 . ^- 

Jsin»ydy = cosysin g> — — .^— -gcosqpsm y 

1 n— 1 n-3 . ^-f 

. 7C0SqpSm (P • 

n n— 2 n— 4 

1 n— 1 7 5 .8 

— ii -..---j-cosysinV 

n n — 2 6 4 . ^ 

ß) für ein ungerades n 

n -^ n— l ^ n — 1 . ^"^ 

jsin<pdf= cosysin q> — ^cos^sin y 

1 n— 1 n— 3 . ^-^ 

T-cosysm g> — ••• 

n n — 2 n — 4 

1 n— 1 8 6 . . 

— • pr • . • — • ^cos g> sm *q> 

n n— 2 7 5^ 

-l^--lii[<^^'pi^^''p+n. (3) 

Setzt man in der Formel (1) k— 2 = — i, k = — i + 2 

und ersetzt man nachträglich wieder i durch k , so er- 

giebt sich die Reduktionsformel 

. —^ 1 cosop , k — 2 _ ... 

J_k = J'sm y dy = feHiH J-k + 2^ W 

k — Isin q> k— 1 

wo k als positiv vorausgesetzt ist. 

Auf ähnliche Weise wie oben erhält man auch 

hiefiir die beiden Endformeln oigitizedby^uuyit: 
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/ 



J 



<l)für 


ein gerades n: 

1 COSg) 


1 n— 2 cos 9 


n 
sin^ 


n— 1 
n — Isin q> 
1 n-2 


n— 8 
n—1 n— 3 sin 9 
6 4 cos9> 




n— 1 n— 3 

1 n— 2 


5 3sin*y 
4 2 cos 9 




n— 1 n— 3 


3 1 sin9> 


e) für 
dq> 


ein ungerades n 
1 cos9> 


1 n — 2 cosy 


n 
sin 9' 


n— 1 
n—1 sin 9 
1 n— 2 


n — 1 n— 3sin 9 
5 cosy 




n—1 n— 3 
1 n— 2 


4 sin *g) 

5 Sfcosy ,,^ »-l 



(5) 



n—1 n— 3 4 ^Lsm'y " ^ :: j ^ ^ 

3. Mit Hilfe der Formel für die partielle Integration 
erhalten wir ebenso die Beduktionsformel 

Jxk e^ dx = x^ e^t — k Jx^-ie^ dx (7) 
und wenn wir dieselbe wiederholt auf die Integrale 
J x^— ^ e^^ dx , J x^^— '^ e* dx, ... anwenden^ schliesslich die 
Endformel 
Jxk ex dx = x^« e^ — kxi^-ie» +k(k— l)xk-2ex (8) 

==ex ^(— l)i[^)ilxk-i. 

4. Ist k von 1 verschieden, so gilt ebenso die 
Bekursionsformel 

Je^_dx_ ^ 1_ p e^dx 
xk - (k— l)xk-i + k— 1 J xk-i' (^^ 
welcher die Endformel entspricht 

J e^ dx _ ®^ / ^ I 3c* 

~5^ ^ lk=T + (k— 1) (k^ 



+ 



(k— l)(k— 2Xk— 3) "^ * * * Dig/zed by GoOglC 



gjzf 



(10) 
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5. Aehnliche KeknrBionsformeln ergeben sich mit 

Hilfe der teilweisen Integration auch für die folgenden 

Integrale : 

Jx'^Binxdx = ~x'^coBx + kJ'xk-ico8xdx (llv 

Jx^coBxdx = x^^sinx — kjx^-isinxdx (12) 

fc . :i 81^^ • 1 /^cosxdx ,^^^ 

^^-'^"^" = -(k=i)r^-=i + k=lJ-15=r (13) 

I. v j c®8X 1 fsinxdx . ^^ 

Jx-kco8xdx=-^j5^3^-^-J^:^ (U) 

für welche sich entsprechende Endformeln bilden lassen. 

§ 9. Integration dnrch nnendllche Reihen. 

Lässt sich ein Integral Jf(x)dx nicht in endlicher 
Form darstellen, so ist es häufig zweckmässig; die 
Funktion f(x) mit Hilfe des Maclaurin'schen Satzes 
oder auf irgend eine andere Weise in eine nach Potenzen 
von X fortschreitende Beihe zu entwickeln und diese zu 
integrieren. 

Erhält man nach Maclaurin die E,eihe 

f(x) = a, + a,x + a,x*+..., (1) 

welche innerhalb eines gewissen Gebiets konvergent sei, 
dann ergiebt sich hieraus durch Integration die weitere 
Eeihe 

;f(x)dx = C + a,x+a.2* + -, (2) 

welche in demselben Gebiet konvergent ist. 
Beispiele. 
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2- J -i-^^ = J |x-2l + IT- 6! +• j^ 

nii 1 x' 1 X* 1 X« 
= + lx-2-2! + 4'4!"'6'6T+ •• 
Anmerkung. Die vorstehenden Potenzreihen 
liefern das Mittel, neue transcendente Funktionen^ wie 

JQkx /^cosx 
dx, I dx, U.B.W, für specielle Werte von x 

näherungsweise zu berechnen. 



n. Abschnitt. 
Integration rationaler Differentiale. 

§ 10. Hilfssätze ans der Algebra. 

1. Die rationalen Funktionen einer Veränderlichen x 
zerfallen in ganze und gebrochene. Yergl. Differential- 
rechnung § 2. 

Alle ganzen algebraischen rationalen Funktionen 
sind von der Form *. 

f(x) = a, + a,x + a,x» + ... + anxn (i) 

und können daher nach § 4 unmittelbar integriert 
werden. 

Jede gebrochene rationale Funktion kann auf den 
Bruch zurückgeführt werden 

m _ b, + b,x + - + bm xm 

F(x) a, + a,xH hanx^ ' ^^^ 

wo m > n sein kann. 

Erklärung. Für m > n heisst die Funktion (2) 
ein unechter^ für m < n dagegen ein echter Bruch. 
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24 Integration rationaler Differentiale. 

Für den ersten Fall gilt der 

Satz: Jeder unechte Bruch kann in eine 
ganze Zahl und einen echten Bruch überge- 
führt werden. 

Man beweist dies am einfachsten auf dem Weg der 
gewöhnlichen Division. So ist beispielsweise 



x' — 3x + 2 ^"^x« — 3x + 2 

2. Satz. Jede algebraische Gleichung n*®'* 
Grads 

f(x) = ao + a,x+aj,x«H |-anxn = 

hat mindestens eine (reelle oder imaginäre)Wurzel 
x = a, für welche also f(a) = ist. 

Erhält man bei der Division von x — a in f (x) die 
Funktion (p(x) als Quotienten und B als Best, so gilt 
die Gleichung 

f(x) = (x-a)y(x)+B. 

Da nun für x = a f (a) = ist, so folgt hieraus B=0. 
Es ist somit f(x) = (x — a)9>(x). Hieraus schliesst man, 
dass auch die Gleichung y (x) = 0, welche vom (n — 1)*®^ 
Grad in x ist, mindestens eine Wurzel x = b besitzt. 
Es ist somit q> (x) = (x — h)ip (x), wo ^ (x) vom (n — 2)*®» 
Grad in x ist u.s.w. Daher gilt allgemein der 

Satz: Jede algebraische Gleichung n^^^^^ 
Grads hat n reelle oder imaginäre Wurzeln. 

Sind dieselben a^, a,, ..., an, so lässt sich f(x) auf 
die Form bringen: 

f(x) = an(x — aj)(x — aj)-(x — an). 

Satz. Jede algebraische Funktion n^^^ 
Grads lässt sich als Produkt vonn-Linear- 
faktoren darstellen. 
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Werden mehrere Wurzeln von f(x) = einander 
gleich , treten z. B. die Wurzeln a, a, ag . . ., bezw. Ä-,, 
f4.', ^-; . . . fach auf, so ist 

f(x) = an(x~a,)>^(x-.a,)f*(x-a3)^..., 
wo Ä-^-f^-^-v-] — = n ist. 

3. Ist a eine positive oder negative ganze Zahl, 
also a^ jedenfalls positiv, so kann die Gleichung 
x' = — a' durch keinen positiven oder negativen reellen 
Wert von x befriedigt werden. Zieht man beiderseits 
die Quadratwurzel aus, so ergeben sich als Lösungen 
die beiden Werte 

x=+yir^=+aV^=^. 

Erklärung. Die so entstandenen Zahlen heissen 
imaginär. Man bezeichnet die Quadratwurzel aus — 1 
allgemein mit dem Buchstaben i und nennt +V — 1 = +^ 
die positive, bezw. negative imaginäre Einheit. 

Hieraus folgt i = J^^i« = —l,i8 = —i,i* = + l,.-- 

Erklärung. Setzt sich eine Zahl wie a + ib aus 
einem reellen Bestandteil a und einem imaginären Be- 
standteil ib zusammen, wo a und b reell sind, so heisst 
eine solche eine komplexe Zahl. 

Erklärung. Die beiden imaginären Zahlen a -j- ib 
und a — ib, die sich nur in dem Vorzeichen des ima- 
ginären Bestandteils unterscheiden, heissen konjugiert 
komplex oder kurz konjugiert. 

Für dieselben gilt der 

Satz: Das Produkt zweier konjugiert 
komplexen Zahlen ist eine reelle Zahl 
(a+ib)(a — ib) = a«4-h». 

Für die Eechnung mit komplexen Zahlen ergeben 
sich folgende Kegeln: ^ .w,,,..^ 
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(A+iB) + (C+iD) = (A + C) + i(B + D) ^ 
und ebenso > 

(A~iB) + (C-iD) = (A+C)-i(B + D)J 
Beachtet man bei der Multiplikation und Division, 
dass i' = — 1 ist, so erhalten wir weiter 

(A+iB)(C+iD) = (AC — BD) + i(AD + BC)l 

(A— iB)(C— iD)-=(AC-~BD)~i(AD + BC)j 

A + iB _ AC+BD . BC — AD 

c+iD~ c*+r>' "^^ c»+r>' 

A— iB _ AC + BD . BC — AD 
C — iD~ C* + D' ""^ C» + D' 

Aus diesen Formeln folgen die 

Sätze: Die Summe, Differenz, dasProdukt 
und der Quotient zweier komplexen Zahlen 
ist wieder eine komplexe Zahl. 

Ersetzt man hiebei die beiden gegebenen 
Zahlen durch ihre konjugierten, so geht auch 
das Resultat dieser Operation in den kon- 
jugierten "Wert über. 

Setzt man eine komplexe Zahl, z. B. A+iB = 0, 
so folgt hieraus — A = i B oder A* = — B' oder A' + B'=0. 
Da aber der Annahme gemäss A und B reell sind , so 
kann diese Gleichung nur bestehen, wenn sowohl A als 
auch B verschwindet. 

Satz: Eine komplexe Zahl ist nur dann 
gleich Null, wenn sowohl der reelle wie der 
imaginäre Bestandteil derselben verschwindet. 

Enthält die algebraische Gleichung mit reellen 
Koeffizienten f(x) = die Wurzel x = A + iB, d. h. ist 
f(A + iB) = 0, so wird dieselbe auch durch den kon- 
jugierten "Wert derselben A — iB befriedigt, d. h. es 
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ist auch f(A — iB) = 0, wie man sofort erkennt, wenn 
man diese Funktionen nach dem Lehrsatz von Taylor 
nach Potenzen von i entwickelt. 

Satz: Hat eine algebraische Gleichung 
mit reellen Koeffizienten eine imaginäre 
Wurzel A+iBj so ist notwendig auch der 
konjugierte Wert A — iB der letzteren eine 
Wurzel derselben Gleichung, 

§ 11. Integration echt gebrochener rationaler Fnnktionen, 
Partialbmchzerlegung. 

Um die echt gebrochene rationale Funktion 

FÖÖ= a^ + a,x + a,x' + - + an ^^^""^^^"^<°^^^- ^^^ 
zu integrieren, zerlege man nach dem vorigen Para- 
graphen den Nenner F (x) in seine n-Linearfaktoren 

F(x) = (x-a)(x-b)(x~c)...(x-n), 
die zunächst sämtlich verschieden sein sollen, und suche 
hierauf den Bruch in n-Einzelbrüche oder Partial- 
brüche mit den Nennern x — a, x — b, x — c, , .., x — n 
darzustellen. Bezeichnet man die Zähler dieser Brüche 
mit A, B, C, . . ., N, so kann man setzen 

P(x) X — a+x-b^^x — c^^ +x-n' ^^^ 
wo die Brüche rechts sofort integriert werden können. 
MAn erhält 

*4^ = Al(x-a) + Bl(x-b)+.- + Nl(x-n)(3) 

Hiebei ist zu bemerken, dass an Stelle von l(x — a) 
auch l(a — x) gesetzt werden darf, denn es ist 

l(x--a) = l(a~x) + l(-g^^^^^^Qg,^ 



J 
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wo 1 ( — 1) als Teil der Integrationskonstanten angesehen 
werden kann. 

Multipliziert man die Gleichung (2) mit dem Nenner 
F(x) = (x — a)(x — b)-(x — n) durch, so nimmt die- 
selbe die Gestalt an 

f(x) = A(x-b)(x-c)...(x-n) (4) 

+ B(x-.a)(x-c)...(x-n)+... 
+ N(x~a)(x-.b)-..(x-m), 
welche zu erkennen giebt, dass für x = a, x = b, •• ,x = ii 
sämtliche Glieder der rechten Seite mit Ausnahme des 
ersten, zweiten, . . ., n^^ verschwinden. Setzt man daher 
der Beihe nach x = a, x = b, •••, x = n so erhält man 
die Zähler A, B, , , ,, N unmittelbar in der Form 

f(a) 



A = 



B = 



(a — b) (a — c) • • • (a — n) 
f(b) 



N = 



(b — a)(b — c)---(b — n) 
f(n) 



(5) 



(n — a) (n — b) • • • (n — m) 
Anmerkung. Da die Gleichung (4) eine iden- 
tische ist, so müssen die Koeffizienten gleicbhoher 
Potenzen von x auf beiden Seiten einander gleich sein. 
Auf diesem Wege ergeben sich nlineare Gleichungen, 
aus denen sich die Zähler A, B, ..., N ebenfalls er- 
mitteln lassen. 

Beispiel. 
1. Es sei das Integral zu bilden 

ff(x) r 3x*— lOx + 4 ^ 



J F(x)-J x»^x>-4x + 4 



Da der Nenner die Linearfaktoren x — 1. x — 2i 
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x4-2 enthält und daher a=l, h = 2, c = — 2 ist, so 
erhalt man 

f(l) = — 3, f(2) = — 4, f(— 2) = 36 
und daher nach (5) 

^ (1 — 2)(H-2) —3 ^ 

B- tK -=:i=_, 

" (2 — 1)(2 + 2) 1.4 ^ 

^""(— 2— 1)(— 2 — 2)~12~'** 
Es ist somit 

l^^J: 1 , 3 

F(x) X — 1 X— 2"'"x + 2 

J^dx = l(x-i)-l(x-2) + 31(x+2) + C 

(x-l)(x +2)' 

-^ — ^ir2 +c- 

2. Das Integral zu bilden 

ff(x)_ f 2X + 34 

J F(x)~ J x»-2x«--llx+12'^''* 
Der Nenner enthält die Linearfaktoren x — 4, x — 1, 
x-f-B, daher kann man setzen 

2X + 34 A BC 

x» — 2x«— llx+12~x— 4"^x— l + x + 3* 
Hieraus folgt 
2x+34 = A(x — l)(x+3)+B(x— 4)(x + 3) 

+ C(x-4)(x-l) 
oder 

2x+34 = x*(A + B + C)+x(2A — B — 5C) 
— 3A — 12B+4C. 
Zur Bestimmung der Zähler erhält man also die 
Gleichungen oign.ed by vjuuy nc 
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A+B+C=0, 2 A— B— 5C=2, — 3A— 12B+4C = 34, 
welche aufgelöst geben 

A = 2, B = — 3, C=L 
Daher ist 

J F(x) -^ Jx-.4""^J x-l^J x + 3 

= 21(x — 4) — 31(x — l) + l(x + 3) + C. 

2. Die Zähler A,B, C,...,N der Partialbrüche (2) 
lassen sich auch mittelst Differentialrechnung leicht be- 
stimmen. 

Ist a eine Wurzel der Gleichung F(x)=0, so ent- 
hält F(x) den Faktor x — a und kann somit auf die 
Form gebracht werden 

r(x) = (x-a)^(x). ; 

Um nun aus dem gesamten Bruch (1) einen Partial- 
bruch mit konstantem Zähler und dem Nenner x — a 
abzusondern, setze man 

f(x) = A9(x) + (x-a)v-(x). 
Hieraus folgt ftlr x = a . 

f(a) = Ay(a)undA = ^. 

Die Berechnung von q> (a) lässt sich umgehen, denn 
aus F(x) = (x — a)y(x) folgt durch Ableitung 

F'(x) = gp(x) + (x-a)9'(x) 
und hieraus für x = a. 

y(a) = r'(a), d.h. esist A = |^. 

Sind also a, b, c, ..., n die Wurzeln von F(x) = 0, 
so ist 
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^ ~ F'(a)' •" ~ F'(b)' ^ "~ r'(c) ' • • •' ^ - F'(n)' 
Der Aasdruok (1) erhält somit allgemein die Zer- 
legang in Partialbrttche 

f(x) f(a) f(b) 

F(x)""(x — a)F'(a)"^(x — b)F'(b)"^*** 

"^(x — n)F'(ny ^^ 

deren Integration auf Logarithmen führt. 

Multipliziert man die Gleichung (6) mit F (x) durch, 
80 erhält man die „Interpolationsformel von 
Lagrange** 

.,,. f(a)FW , f(b)F(x) 
'^""^"(x — a)F'(a)"^(x — b)F'(b)"^'" 

^(x — n)F'(n)' ^'^ 

welche dazu dient, eine den Grad n nicht erreichende 
rationale Funktion f(x) zu bestimmen, welche für die 
n Zahlenwerte a, b, c, ..., n der Veränderlichen x die 
Werte f(a), f(b), f(c), ,.., f(n) annimmt, 

Beispiel. 
Es sei der Ausdruck zu integrieren 
f(x) ^ — 4x' — 16x4-38 
'F(x) X» — 3x' — 6x + 8' 
Durch Auflösung der Gleichung r(x) = erhält 
man die Wurzeln — 2, 4, 1. Daher kann man setzen 
f(x) _ A B , C 



F(x) x + 2^x — 4^x— 1' 
Zur Bestimmung der Zähler A^ B, C bilde man 
nun P'(x) = 3x'_6x-6, dann j^ J'^-n^=ie 18, 



p 
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r'(4) = 18, F'(l) = — 9; f(-.2) = 54, f(4)= — 90, 
f(l) = 18 und somit 

- = ?!='. B=^=-»-C=iL = _, 

Daher ergiebt sich die Fartialbruchzerlegung 

f(x) ^ 3 5 2_ 

F(x)"~x + 2 X— 4 X — 1 
und als Integral der Ausdruck 

-'(x-4)»(x-l)''+''^- 

3. Treten im Nenner imaginäre Wurzelfaktoren 
auf, so kann man die Zerlegung in Partialbrüche in 
derselben Weise vornehmen wie oben. 

Hat man zu der Wurzel a + ib der Gleichung 
F(x) = oder zu dem Faktor (x — a — ib) von F(x) als 
Nenner eines Partialbruches den Zähler 

erhalten, so erhält man nach § 9, 3 zu der konjugierten 
Wurzel a — i b oder zu dem konjugierten Wurzelfaktor 
X — a+ib von F(x) notwendig den Zähler 
f(a — ib) 
^= F'(a^ib) =P--^ ^^) 

und alsdann durch Vereinigung der beiden konjugierten 
Partialbrüche 

p + iq p — iq 2p (x — a) — 2 b q 



X — a— ib^x — a + ib~ (x — a)* + b« 
Die Integration liefert alsdann ^ y 
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r 2(x — a) ^ ^^ (• d(x — a) 

=pl{(x-a)« + b«}-.2qarctg^. 

Dieses Eesultat kann angeschrieben werden, sobald 
p + iq bekannt ist. 

Satz: Enthält derNenner imaginäre Linear- 
faktoren a+ib nnd a — ib, so bestimmen sich 
die Zähler der betreffenden Partialbrüche 
nach (8) und (9), und können alsdann die be- 
treffenden Partialbrüche unmittelbar nach 
(11) angeschrieben werden. 
Beispiel. 

Jdx 
8 1 ist durch Partialbruch- 
zerlegung auszuwerten. 

Der Nenner x' — 1 zerfällt in die Linearfaktoren 

x-l;x-{-|-+|-j/3}, x-l-l-i-ys} 
Daher ergiebt sich die Partialbruchzerlegung 



' ° +— A^-t = 



Nun ist f(x) = l, F(x) = x»— 1, P'(x) = 3x», daher 
C 1 L 

Janker HShere Anslysis. II. 8 
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somit ist nach der obigen Bezeichnung 
1 1/3 

daher ergiebt sich als gesuchtes Integral 

dx 1 1,/,, ,ix 1^ . 2x+l 



f 



§ 12. Partialbmchzerlegnng bei mehrfach yorkommen« 
den Wnrzelfaktoren im Nenner. 

a) Lehrsatz: Enthält der Nenner F(x) den 

Faktor x — a k-fach, so lässt sich der Bruch 

f(x) . . «, ., ^ , 1 ^ 

T^\ v in zwei Teile von folgender Form zer- 

l<(x) 

legen 

f(x) _ At f,(x) 

F (x) " (x — a)k "^ (x — a)i^-i g> (x) ' ^^^ 

wo A eine Konstante und f^(x) eine rationale 
Funktion von x ist, deren Grad kleiner als 
der von f(x) ist 

Bringt man die rechte Seite der Gleichung (1) auf 
gleiche Benennung, so folgt durch Vergleichung der 
beiderseitigen Zähler 

f(x)-Aky(x)+(x-a)f.(x). (2) 

Hieraus folgt, dass, wenn f(x) vom Grad m ist, 

f^ (x) nicht höher als vom Grad m — 1 sein kann und 

weiter für x = a 

f(a) 
f(a) = Ak5p(a) oder Ak = -T4, 

womit A bestimmt ist. 

Setzt man den Wert von A in (2) ein und löst nach 
f- (x) auf, so ergiebt sich hiefür der Ausdruck 
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f«?(a)^lf{a)vW 
''W (x-a)<p(a) ' 

dessen Zähler durch x ^- a teilbar ist, welche Werte die 
Funktionen f und ^ auch annehmen mögen. 

f / \ A 

Wie sich aus -r,, . der Partialbruch -7 rt- ab- 

scheiden lässt, so kann auch das zweite Glied auf der 

rechten Seite der Gleichung (1) weiter zerlegt werden: 

f,(x) ^ At-i f,(x) 

(x — a)k-i g> (x) (x — a)k-i "^(x — a)^-« 9 (x) * 

Man findet 

f,(x) = Ak-i9>(x) + (x-a)f;(x) 

und hieraus Ak— 1= '/ { u.s.w. 

Fährt man so fort, so gelangt man zu folgender 
Darstellung des Bruches (1) 

f(x) _ Ak ■ Ak-i ■ Ak- 2 

F (x) (x — a)fe "*" (x— a)k-i "*" (x— a)^-« ^ * " 

+ x-a+9>(x) ^^^ 

und erhält den 

Satz: Enthält dieechtgebrocheneFunktion 

y. V den Faktor (x — a) k-fach im Nenner, so 

lässt sich dieselbe in der Form (3) in Fartial- 
brüche zerlegen. 

ß) Berechnung der Zähler Ak, Ak— 1, ..., A^. 

Hat man auf irgend welchem Wegjit,g^ils4ftlVi4as8 
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der Faktor x — a k-fach im Nenner enthalten ist, 
dieser also anf die Form gebracht werden kann 

F(x) = (x-a)k^(x), (4) 

SO schreibe man die Zerlegung (3) an, dann ergiebt 
sich hieraus, indem man die Glieder rechts auf gleiche 
Benennung bringt und die beiderseitigen Zähler mit- 
einander vergleicht 

fW = 9'«{Ak + (x-a)Ak-i + (X"a)«Ak_2 + -} 
+ (x-.a)kv(x). 
Setzt man hierin 

h(x) = Ak+(x~a)Ak-i + (x-a)«Ak-a + - 
+ (x-a)k-iA„ 
80 folgt hieraus durcli Ableitung 

h'(x) = l.Ak-i+2(x-a)Ak_8+3(x-a)'Ak_8+- 
li"(x)=2!Ak_8+3.2(x-a)Ak-j 

+4.3(x-a)«Ak_4+- 
V"(x)=3!Ak_8+4.3.2(x — a)Ak_4+-- 



(5) 



und hieraus fär x^a 

h (a) = Ak, h' (a) = 1 ! Ak_i, h- (a) = 2 1 Ak-«, • • • (6) 

Der Zähler des Bruches (1) nimmt alsdann mit 
seinen Ableitungen die Gestalt an 
f (x)=9.(x)h(x)+(x-a)kv.(x) 
f'(x) = y'(x)h(x)+y(x)h'(x) + .. 
f« (x) = 9« (x)h(x) + 2<p'(x)h'(x) + 9»(x)h" (x) + - 



(7) 



woraus für x=a mit Berücksichtigung der Gleichungen (6) 
folgt 

° DigitizedbyVjUUyit: 



Partialbrachzerlegtmg. 
• f(a) =Ak(p(a) 
f'(a) =Aky'(a)+(})l!Ak-t»(a) 

f"(a) =Aky"(a)+(2Jl!Ak_iy'(a) 
+(2J2!Ak_2y(a) 
f"'(a) = Ak9'"'(a) + (3Jl!Ak-H>-(a) 

+(2)2! Ak_2»'(a)4-(^)3 1 Ak-«9(a) 

(k-1) (k-1) /k-l\ (k-2) 

f(a) =Ak<P (a) +\ 1 ;i!Ak-iy (a) + 

woraus man die Zähler A berechnen kann, 
Beispiel: 
1. Es sei zu integrieren 
f(x) _ — 4x« + 3x _ A, 
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(8) 



A, 



B 



F(x) ""(x— l)*(x + 2) (x — l)*"^x— l"^x + 2 
Bringt man die Brüche rechts auf gleiche Be- 
nennung, so folgt durch Vergleichen der beiderseitigen 
Zähler 

a) -4x« + 3x = A,(x+2) + A,(x-l)(x+2) + B(x-l)« 
und hieraus durch Ableitung 
b)— 8x+3 =A, + Aj(2x + l)+2B(x — 1). 

22 

Setzt man in a) x = — 2, so folgt B = — — • 

y 

man in a) und b) x=l, so erhält man zur 
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Bestimmung von A, und Aj die Gleichungen: 

-1 = 3A., 

1 14 
— 5 = A, + 3Aj, woraus folgt A,= -— — ,Aj= —- 

Man erhält somit als Integral den Ausdruck 
Cli^A - 1 r du W r dx 22 p_dx_ 

J P(x)^- 3j(x-l)« 9jx-l 9jx+2 
1 14 22 

= 3(i-:n)-T'('-i)-T'('+^>- 



r x*dx _ 



Man erhält unmittelbar die Fartialbruchzerlegung 

(x*— l)'~^^(x'— 1)'~* ""^(x— l)'^x— 1 

J ?» U-^. 

+ (x+l)«+x+l 

Hieraas folgt 
2x'-l=A,(x+l)*+i4(x-l)(x+l)«+B,(x-l)' 
+B.(x + l)(x-l)' 
und hieraas daroh Ableitang: 

4x = 2A,(x+l) + A.{(x+l)' + 2(x-l)(x+l)> 
+ 2B.(x-l)+B.((x-l)'+2(x-l)(x4-l)} 
Setzt man in diesen Gleichungen zunächst x=l, 
dann x= — 1, so folgt 

1 = 4A, 1 = 4B, 

4 = 4A, + 4A^ — 4 = — 4B, + 4B, 

und hieraus 

A-^ A-^ B-^ B~ ^ 

Daher ist ^ , 
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J, 



(x*— 1)' "^4(x— 1)'^ 4(x— l)^4(x+l)' 
3 
4(x+l) 
xMx 1 . 3_ .. 1 



•3-l(x-l)- 



(x*— 1)' " 4(x-l) ' 4 ^* ^ 4(x+l) 
3,. _i_,x 2x»-3x 3,x-l 

-4'('^+i)=2^^=äy+4^^^Ti' 



in. Abschnitt. 

Integration irrationaler Differentiale. 

§ 13. Die Irrationalität besteht nnr in gebrochenen 

Exponenten von x oder in der n^«» Wnrzel ans einer 

linearen Funktion von x. 

Erklärung. Das Differential f (x) dx heisst 
irrational, wenn in der Funktion f(x) die Veränder- 
liche X auch unter einem oder mehreren Wurzelzeichen 
auftritt. 

Im folgenden sollen nur die Fälle besprochen 
werden, in denen sich die irrationalen Differentiale 
durch Aenderung der Veränderlichen in rationale Diffe- 
rentiale verwandeln lassen. 

a) Enthält die Funktion f (x) nur ganze und ge- 
brochene Exponenten von x, deren kleinstes gemein- 
schaftliches Vielfache k sei, so setze man 

x = tk, dx = ktJ^-idt, 
dann wird 

f(x)dx = kf(tk)tk-idt (1) 

ein rationales Differential und kann daher nach den 
Methoden des vorigen Abschnitts integriert werden. 
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40 Integration irrationaler Differentiale. 

Beispiele. 
1. I ■ ,— • Man setze x = t', dx = 2tdt, dann geht 
das gegebene Integral über in 

Ebenso erhält man mit x = t* 

2. j^^^dx=^x+iyi-4.\{yx+i). 



3. fä— ^ 



dx 

Man setze x = t', so folgt dx = 6 1" dt 



und 



•^ yi'+Vx »^t*+t» *^ t+1 '^ ^ t+r 

=6{^-t+l(t+l)} 

{8_ 6_ 6_ \ 

b) Ist das zu ermittelnde Integral von der Form 

J=Jf(x,y)dx, (2) 

n 

1 /s» ~l" ^ X , 
woy=i/|— T— ^ die n<^® Wurzel aus einer linearen 

Funktion von x ist, so setze man 

^,p^ = ynoderx=£^, (3) 

dann folgt hieraus durch Differentiation 

dx = n(«b-/»a)^-^^^^, (4) 
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Irrationale Funktionen. 41 

wodurch das Integral (2) übergeht in (5) 

J=;f(x,y)dx=n(«b.-^a);f{^57^'y}(i5"j^.<iy. 
das eine rationale Funktion von y allein darstellt und 
nach dem vorigen Abschnitt zu berechnen ist. 

Satz: Enthält das Integral (2) keine andere 
Irrationalität als die n*© Wurzel aus einer 
linearen Funktion von x, so geht dasselbe 
durch die Substitution (3) und (4) in das 
Integral einer rationalen Funktion von der 
Form (5) über. 

Beispiele. 

P dx 2 — , 

4jxy2a — xdx =-^y2a— x(x — 2a)(3x+4a) 



15' 



^- Jj/sTi **'' = ya» - X« - a arc cos — 

6. I y dx = — ya' — x' — aarccos 

7. J(b + x) yj^^I dx =|y(r=:^»- 1 (a+b)y(I=lö^ 



a 

X 

a 



§ 14. Ausdruck zweiten Grads unter einer 
Quadratwurzel. 

1. Enthält das zu integrierende Differential neben 
rationalen Ausdrücken von x keine andere Irrationalität 
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42 Integration irrationaler Differentiale. 

als die Quadratwurzel aus einer ganzen Eonktion zweiten 
Grads in x, ist dasselbe also von der Form 
f(x,y)dx, woy = ]/a + 2bx + cx* 
und a, b, c reelle Konstanten sind, von denen c nicht 
verschwinden soll, so gilt auch hier der 

Satz: Ist f(x,y) eine rationale Funktion 
von X und y, wo y = ^a + 2bx+ ex' ist, so lässt 
sich das irrationale Differential 

f(x,y)cbc 

durch Einführung einer neuen Veränder- 
lichen stets auf ein rationales Differential 
zurückführen und daher nach den Methoden 
des vorigen Abschnitts integrieren. 

Wie eine kurze XJeberlegung ergiebt, kann die 
Funktion f(x,y) stets auf die Form gebracht werden 

f(x,ya+2bx + cO = F(x)+ ^(^)yJ^^^^^^^„ (1) 

WO F (x), 9 (x), 'ip (x) rationale Funktionen der Veränder- 
lichen X sind. 

Der erste Teil rechts kann als rationale Funktion 
von X nach den Methoden des vorigen Abschnitts un- 
mittelbar integriert werden. 

Entwickelt man alsdann im zweiten Teil der 

(p (x) 
Gleichung (1) den Bruch tt-t nach der Methode der 

gebrochenen rationalen Funktionen, so erkennt man, 
dass derselbe nur Glieder von der Form enthalten kann 
x^ x'^ 

y=ya + 2bx + cx'"^^'^ 

1^ 1 (2) 

(x — k)m y ~~(x — k)^ }^ä+ 2bx + cP"* 
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Die Integrale dieser Funktionen aber können mit 
Hilfe zweier Beduktionsformeln auf das Integral 

n— 1 
dies zu zeigen, leiten wir den Ausdruck x y nach x ab 

(n— 1\ n— 2 n— 1 

X y j ^(n — l)x y dx+ x (b + cx)dx, 

dx y 

dann ergiebt sich hieraus nach kurzer Umformung und 

Integration die Keduktionsformel : 

I — dx = — X y — — (2n — 1) I dx 

J y cn -^ cn^ 'J y 

welche für jeden ganzzahligen Wert von n ^ Gültig- 
keit hat. 

Durch fortgesetzte Anwendung dieser Formel für 
n^n, n — 1, n — 2, • • •, 3, 2, 1 gelangt man schliesslich 
zu dem Integral 

dx ... 

i + 2bx + cx«* W 

Die von den Partialbrüchen aus ^—r\ herrührenden 

tp(x) 

Glieder der Funktion (1) sind von der Form 

dx 



.a>± 

J y^J fr 



ji 



(X — k)niy' 

wo m = m, m — 1, . . ., 3, 2, 1 sein kann. Setzen wir hierin 
X — k = z, x = k4-z, so wird dx = dz und a + 2bx + cx* 

= a+2b(k+z) + c(k + z)" 

= a + 2bk+ck« + 2(b + k)z + cz'' 

= a' + 2Vz + cz«, 
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44 Integration irrationaler Differentiale. 

somit geht das obige Integral über in 

J dx _ r dz 
(x — k)my~"J zm|/a' + 2b'z + cz'* 
Jdx 
xmy 

Da die Formel (3) für alle möglichen "Werte von n, 
also anch für negative, gültig sein muss, so können wir 
n — 2 ^ — m setzen. Alsdann ergiebt sich nach einiger 
Umformung die weitere Reduktionsformel 

/^ = - a(m- 1) {i^ +^(2>"-3)/i5^ 

+ »(°»-2)/iiä7}- (5) 

die für alle Werte von m > 2 brauchbar ist, für m = 1 
dagegen kein Resultat liefert. Für m = 2 lässt sich das 

Integral I —^- überführen in I — Das letztere geht 

mit der Substitution 



l' dx 

— = z, — — ö = dz 



X X 



über 



frrf 




,d.h. 



in ein solches von der Form 



'^^^ J y ~Jya+2bx+cx» 
Wir gelangen deshalb zu dem 

Satz: Die in dem Integral der Funktion (1) 

;f(x,y)d,=;r(x)(k+J?^^ 
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nach Zerleffunff der Funktion —7-^ inPartial- 

brüche auftreten den Einzelintegrale von der 
Form 



tlich auf da 

Jy^Jv 



lassen sich sämtlich auf das Integral 

dx 

|^a + 2bx+cx' (^) 

zorückf Uhren. 

2. Um dieses Integral mit möglichster Vermeidung 
von imaginären Funktionen zu ermitteln, unterscheiden 
wir folgende Fälle: 

1. Ist c>l, also positiv, so setze man 

Va + 2bx + cx« = t+xf'5; 
dann ergiebt sich t' + 2tx]/c = a + 2bx 



*'~^ dx=*+i?^ 



dt und 



J- 



2(b — tVcy b— tfc 

"— = +-i=l{b + cx— Va + 2bx+cx«}. (5) 

Satz: Ist der Koeffizient c unter dem 
Quadratwurzelzeichen positiv, so lässt sich 
das Integral (4) auf einen Logarithmus zurück- 
führen. 

2. Ist c<l^ also negativ, so ist 

Jdx_ r }/=cdx 

y "" JyCb"— ac) — (b + cx)** 
Setzt man hierin 
b + cx 



so geht das Integral über in Digitizedby Google 
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f dx 1 P dt 1 . b+cx 

Satz: Ist der Koeffizient c des Glieds ex' 
unter dem Quadratwurzelzeichen negativ, 
so lässt sich das Integral auf einen Arcus- 
sinus zurückführen. 

Die Formel (6) ist unbrauchbar, wenn b* — ac = 
ist, was nur eintreten kann, wenn neben o auch a 
negativ wird. In diesem Fall ist 

Va+2bx + cx* = Viä"+ x Vc" und 

Jf = J7WTW= vT 1 {-vr+yr}- (7) 

Ist c < und a < 0, so kann auch b' — ac < 
werden. Dann ist yb' — ac und damit auch das Inte- 
gral (6) imaginär. 

3. Die Gleichung 
y = Va + 2 bx + ex" od. ex',— y' + 2bx + a = (8) 
stellt a) für c > eine symmetrisch zur x-Axe liegende 
Hyperbel mit den Asymptoten 

b 
y = + x}^+ j^dar; 

b) für c < und b' — ac ^ eine Ellipse, bezw. einen 

imaginären Kegelschnitt dar. Im ersten Fall ist bei 
veränderlichem t durch 

y = x}^^+t 
ein Parallelstrahlenbüschel ausgedrückt, dessen Strahlen 
parallel zu einer Asymptote der betreffenden Hyperbel 
sind und diese daher nur noch in einem im Endlichen 
liegenden Punkt schneiden können. Die Koordinaten 

dieses Punktes wie auch das Differe|i|^fJ^^^^B8en sich 
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+jr 



Fig. 2. 

deshalb rational durch den Parameter t ausdrücken 
a — t' _. _ aVc~— bt 



X = 



,y = x^c +t, dx = 



Tdt. 



2(ty^_ b) > J - - r- ^ •'; (ty-^ b)» 

Im zweiten Fall c < und b* — ac > stellt die 
Gleichung (8) eine zur x-Axe symmetrisch liegende 
Ellipse dar, welche dieselbe in den Punkten y = 0, 
X = a und y = , x = ß schneiden möge. Dann ist 
deren Gleichung auch angegeben durch 



f/J.o/ 




ICi,0)\ 



Flg. 8. 

y« = c(x-a)(x-/?). 
Bei veränderlichem t stellt alsdann 
y = t (x - a) 
ein Strahlenbüschel durch den einen jener Punkte (a, 0) 
dar, dessen Strahlen die Ellipse je nur noch in einem 
Punkte treffen, dessen Koordinaten sich nd^^mDiffe- 
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dx 
rential -=— rational durch den Parameter t ausdrücken 

y 

lassen. Man erhält 

__ t*a — cß _ tc(a — /?) __ 2c(q — /g)tdt 

""- t» — c^y~ f-c''^''"" (f — c)« • 

§ 15. Beispiele zum Torlgren Paragrraphen. 

Die im folgenden unter dem Wurzelzeichen auf- 
tretenden konstanten Koeffizienten a, b, c mögen positiv 
reell angenommen werden, dann ergeben sich die Integrale : 



dx 1 . ox — b 

ya + 2bx— ox» ~YT'^'^ '^^ Vb' + ao 



3-/i^rfti3-=j^i{bx+}/b/^+b?-} 

5. Bezeichnet man wie im vorigen Paragraphen mit 
y die Quadratwurzel y = }^a + 2bx + ex*, so lässt sich 
jedes Integral von der folgenden Form auf die Gestalt 
bringen 

'' an xn + an-i x^-i +. . . + a, 3C + a^ 



P 



= (on_i xn-1 + an-i x»-« + . . . + a.) y 



+ ß 



/f 



WO ocn-.!, ccn— 8i • • *; a\ ß ZahlenkoefQzienten bedeuten. 
"Wie die Ermittlung der letzteren geschieht, mögen die 
folgenden Beispiele zeigen, 
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6. Es sei J a.x»+a.x' + a.. + a. ^^ 

Jdx 
— • 

Differentiiert man diese Gleichung beiderseits nach x, 
so folgt 

J (a. X« + a, X» + a, X 4- a,) = (2 «, x + aj y 

y ^ ' ^^ y 

und hieraus, nachdem der Nenner y weggeschafft worden 
ist, durch einfache Koeffizientenvergleichung 
»8 = 3 a, c 
aj = 2 «1 c -f 5 aj b 
aj = 1 a^ c + 3 «1 b + 2 a, a 
% = 1 tto b + 1 a, a + /?, 

woraus sich die Grössen a,, a^, %, ß nacheinander be- 
rechnen lassen. 

Auf diese "Weise lassen sich die Integrale j 7, 11, 
12 ermitteln. 

C xdx , /* dx 

Durch beiderseitige Differentiation und nach Weg- 
lasBung des Nenners erhält man zur Bestimmung vom 

a und ß 

x = a(l — 5x)4-|5, 
woraus folgt 

l = ~-5a, = a + /? oder a = — , /9 = — , 

somit erhält das Integral den "Wert 

xdx 1 , — ; ,1 . 5x — 1 

- V3 + 2X — 5x* + r^ arc sm 



X 



Junker, Höhere Analysls. II. 4 



50 Integration irrationaler Differentiale. 

X a' X 

Va'— x' dx = — ya*— x' + y arc sin — 

' J f2ab + b-+2ax-x«=-Y(^ + ^*^y 
+ ^(3a« + 2ab + b«) J^ 



9 
10. 



^^- J yTT 



xdx 1 



— Va + 2bx + cx* 



2bx + ex' c 

b r _ ^ 

- ^ 1 { b + " + f/c ]/a + 2bx + cx« } 



Jxdx l , 
Zr i^u 2 = Va + 2bx — 03 
ysk + 2bx — ex* c ' 



"i 



, b .ex — b 

eye yb' + ae 

13. Integrale von der Form 

dx 



J (x-k) 



ya + 2bx + ex" 



1 dz 

werden durch die Substitution x — k = — , dx = =- 

z z" 

auf solche der vorigen Art zurückgeführt, wie die 

folgenden Beispiele zeigen. 

14. 



(• dx r dx ^ i/2 

J ^x-^r3?=-J y2r:ri=-t^-3=-^ 



^_ J— 3x 

y2x— 3x* Jy2z — 3 K:iz— ^ '- 

15. 

r d x 1 2x + V6"yx'-2x + 3 

J (x-3)yx»-2x + 3 ye^ x — 3 
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16. 



x}^a+2bx + ex» l^a ^ 



1^ a + bx+ya |^a+2bx+cx* 



17. 

r" d^ 1^ . bx — f 

J X |/3-aqr2bi + ^« - jTa ^''^ "° x j/pqT 



X 

17. 

a 
ac 

18. Durch ^dieselbe Substitution lässt sich auch das 
Integral überführen in das folgende 

z«— 1 dz 



J (x-k)»ya + 2bx + cx* J 



/ä:+2Bz + Cz** 

§ 16. Höhere transcendente Integrale und Fanktlonen. 

In den vorhergehenden Paragraphen ist die Inte- 
gration der algebraischen Differentiale f (x) dx für 
folgende drei Fälle behandelt worden. Es war 

1 . f (x) = 9 (x) gleich einer rationalen Funktion von x, 



Fa + bx \ 



3. f(x) = y(x, ]^+ 2bx -t-~cx*) 

Die Integrale dieser Funktionen sind, wie wir ge- 
sehen haben, durch algebraische, logarithmische und 
cyklometrische Funktionen darstellbar. Dies ist jedoch 
nicht mehr der Fall, wenn f (x) entweder die Quadrat- 
wurzel aus einer den zweiten Grad übersteigenden 
ganzen Funktion von x oder höhere Wurzeln aus nicht 
linearen Funktionen enthält. Funktionen dieser Art 
werden als höhere transcendente Funktionen 
bezeichnet. 

Erklärung. Enthält die Funktion f (x) die 
Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion dritten oder 
vierten Grades von x, so wird Digitizedby>^uuyit: 
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/■ 



f (x, l^a + bx + ex' + dx^ + ex*) dx 

nach Legendr e als elliptisches Integral oder als eine 
elliptische Funktion bezeichnet. Ein solches Integral 
ist alsdann ausser durch algebraische, logarithmische 
und cyklometrische Funktionen noch durch elliptische 
Funktionen darstellbar. 

Treten noch höhere Funktionen unter dem Wurzel- 
zeichen auf, oder sind in f höhere Wurzeln aus nicht 
linearen Funktionen von x enthalten, so gelangt man 
zu den sogenannten hyperelliptischen Funktionen^ 
die wie auch die elliptischen Funktionen aus dem Kreis 
unserer Betrachtungen weggelassen werden sollen, da 
ihr Stadium den Kahmen der Elementarmathematik 
überschreiten würde. 



IV. Abschnitt. 

Integration transcendenter Differentiale. 

§ 17. Transcendente Differentiale. 

Erklärung. Ein Differential f(x)dx heisst tran- 
scendent, wenn f (x) einzelne oder mehrere der tran- 
scendenten Funktionen a^, e^; sinx, cosx, tgx, cotx; 
arc sin x, arc cos x, arctg x, arc cot x enthält 

Bei der Integration transcendenter Differentiale 
kommen hauptsächlich folgende Methoden in Betracht- 
a. Integration durch Substitution einer neuen Ver- 
änderlichen. 
ß, Reduktion der Integrale auf einfachere der- 
selben Art mit Hilfe der teilweisen Integration 
nach der Formel oigitzedby^uuyic 
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Y. Integration durch Nationalisierung des ge- 
gebenen transcendenten Differentials. Siehe 
§20. 

d, Integration durch Heihenentwicklung. 

§ 18. Integration transcendenter Differentiale 
durch Substitution« 

a) Ist f eine algebraische (rationale) Funktion der 
elementaren transcendenten Funktionen 
e^, siD (p, cos (py ig q>, cot q>, arc sin x, arc cos x^ arc tg x, 
arc cot x, 
so lassen sich die folgenden transcendenten Integrale 
durch die beigefügten Substitutionen direkt in Integrale 
algebraischer (rationaler) Funktionen überführen. 

1. rf(ekx)ekxdx=i^rf(z)dz 
z = e^x, dz = eJ^xdx. 



2. Jf(lx)-^=Jf(z)dz 

z = 1 X, dz = — ♦ 

' X 

3. I f (siny) cosgp dg) = I f(z)dz 

z = sin9>, dz = coBq> dq>, 

4. I f (coS(p) 8inq>äq> = — j f (z) dz 

z = cosg), dz = — sing) dgp. 

z = tg y, dz = d tg 9 =^GoogIe 
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6. Jf (coty) 4^ = - Jf (z) dz 

dflp 
z = cot 9> , dz = d cot Qp = — . u . 
' ^ sin* y 



j t (arc sin x) j/J^ = J ^ (z) d: 
z = arc sinx , dz = d arc sinx = 



X 

dx 



■yi-x«' 

8. j f (arc cos x) . , = — I f(z)dz 

dx 
z = arc C08X , dz = d arc cosx = - 



Vl-x« 

9. Jf(arctgx)^^=Jf(z)dz 

dx 
z = arc tg X , dz = d arc tg x = , ^ . 

10. 1 f (arc cot x)t3^ = — j f (z) dz 

dx 
z = arc cot X, dz = d arc cotx = - 



b) Wie die folgenden Integrale transcendenter 
Difierentiale in solche algebraischer Differentiale über- 
geführt werden können, zeigen die beigefügten Sub- 
stitutionen : 



U. Jf(ekx)dx=-i-Jf(z)-^ 



5 = e^x,lz=kx,— = kdx. 



12. Jf(8iny)dy=Jf(z)j^^ 



dz 



z = siny, 9) = aresin z, dq> = -. ■ ^ . 
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13. J f (cos 9,) dy = - j f (z) yY=p 

z = COS y, y = arc cos z, dy = — z pr^i * 

14. jm<p)i9=^Hz)j^ 



z = tg 9>, 9 = arc tg z, dy = -J--, , 



15. r f (cot y) d?) = — r f (z) Y 



dz 

1 + a' 
dz 



z = coty,y = arccotz,dy = — 



l + z'- 
Setzt man z = siii9), so folgt hieraus 

VI r X ^ X Vi — z* , dz 



yr=^«'""^^ — T-'^^-j/r 



s» 



dz 



daher ist allgemein 

16. I f (sin (fj cos 9>, tg 9>, cot (p) d(p 

Es gilt somit der 

Satz: Jedes transcendente Differential, 
welches die trigonometrischen Funktionen 
sin^), co89>; tg9)y cotgp enthält, lässt sich durch 
Substitution in ein algebraisches Differential 
überführen, 

Beispiele: 

1. r(ea^+ye^)dx=-^%2V^. 

Je^ + l 
^ax=2l(ex-l)-x. 
^ ^ DigitizedbyLaOOgle 
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Jdx 
— — — =arctge*. 

r exdx _ 1 

J (ex-l)»~~ 2(6^-1)*' 

5. ( (ex r|- e-x) dx = ex — e-x . 

6. 1 ---?— = — cot 9>. 

7. f-^^tgy. 
J cos* y ® "^ 

8. I tgx dx= dx = — = — l(cosx). 

J ° J cos X J cos X "^ ^ 

9. I cotxdx = l(8inx). 

10. I tg kx dx = — ^ 1 cos k X. 

11. I co8'xdx= I (1 — 8in'x)dx = -^ + -7-ßin2x. 

12. I Bin' X dx = ö" (2 + sin' x) cos x. 

C dx 

13. I -^-^j— = — cotx. 
J sin^x 

Jdx 
i— =tgx. 
cos*x ^ 

§ 19. Integration transcendenter Differentiale darch 
allmähliche Reduktion. 

a) Integrale von der Form 
/x™e^xdx 
werden durch die teilweise Integration nach der Formel 

Digitized by VjOUy It: 
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J u dv = UV — f V du 

gelöst. Setzt man 

1 e^x 

u= X™, dv= ekxdx= "Y d e^x,v=-j— , 

80 folgt hieraus, wie auch im § 7 gezeigt worden ist, 
die Beduktionsformel 

/xmekx m c 
xm ekxdx = — y" — — I xm-le^^dx. (1) 

Beispiele: 
1 /x ex dx = ex (x — 1). 

2. /x' ex dx = ex (x'* — 2 X + 2). 

3. /x«exdx = ex(x' — 3x' + 6x — 6). 

b) Integrale von der Form ji (Ix) dx werden auf 
die vorige Art zurückgeführt, indem man setzt 

z = Ix, x = e^, dx = e^ dz 
/f (lx)dx=/f(z)ezdz. (2) 

Beispielsweise ist 

1. /ix dx =/z ez dz = ez (z — 1) = X (Ix — 1). 

2. /(lx)Mx = /z'ezdz = ez(z' — 2z + 2) 

= x{(lx)« — 2IX + 2}. 

3. /{lx+l}dx = xlx. 

c) "Wie schon in § 8 weiter ausgeführt worden ist, 
lassen sich auch die folgenden Integrale durch allmähliche 
Keduktion ermitteln: 

J sin™ (p dq)y j cos™ qp dqp, j sin™ q> cos'* q> d^f). (3) 
j xk sin X dx, j xk cos x dx. 

d) Auch die folgenden Integrale können mit Hilfe 
der teil weisen Integration ermittelt werden: 
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Jj =/eax cos bx dx, J, =Je^^ sin bx dx. 
Man erhält nach dieser Methode 

1 a r 

J, = ^ e^x sin bx — -r- I e^-^ sin bx dx, 

Jg = — T-e*^ cos bx + -T- j e^x cos bxdx, 

woraus sich ergiebt 

acosbx + bsinbx ^ 

J.=«" Ä^ +c 

^^ — b cos bx + a sin bx 

e) Integrale, welche Kreis Funktionen enthalten, 

wie zum Beispiel r- , . . , 
^ jf(arcsinx)dx 

werden durch die Substitution 

z = arc sinx, X = sin z^ dx = cos z dz 

zurückgeführt auf 

J f (arc sin x) dx = J f (z) cos z dz, 

die nach c oder § 8 zu lösen sind. 

Beispiele hierzu finden sich in § 7 Nro. 5 — 9. 

Jdx 
-:j— kann nur durch 

Beihenentwicklung näherungs weise ermittelt werden, 

§ 20. Integration transcendenter Differentiale durch 
Rationalisierung. 

D'e Methode der Eationalisierung eines DiflTerentials 
f (x)dx ist besonders anwendbar, wenn f (x) eine rationale 
Funktion der elementaren trigonometrischen Funktionen 
sin 9>, cos (py tg 9>, cot q> ist. 

Setzt man in einem Kreis vom Radius 1 die Koor- 
dinsten des Punktes F 
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Flg. 4. 
OA = x,AP = y, 

y ^ 

so ist cos9> = x,8in9> = y, tgqp = — ,Qotq> = — 

X y 



(1) 



Zieht man nun C P, so ist < C P = 



-jr- und wenn 



man tg -^ = t-t- — = A oder qp = 2 arc tg A setzt, so folgt : 
Ä 1 -]- X 



2Ji 1 ji^ 

2d;t 
dgp- 



2i 



(2) 



womit angezeigt ist, dass durch die Substitution (1) 
jede rationale Funktion der elementaren transcendenten 
Funktionen Biiiq>, coBq>, tgg), Gotq> als rationale Funktion 
des Parameters Ä dargestellt werden kann. Somit gilt der 
8atz: Jedes transcendente Differential 
f(9>)dqp, welches nur trigonometrische Funk- 
tionen der Veränderlichen 9 rational enthält^ 
lässt sich als rationales Differential dar- 
stellen. 
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60 Bestimmte Integrale. 

Beispiele: 

2. 

1+tg— 

3. 
J cot9d9=J-^^Y^py. = U=ltg-2-=lsin9. 
4. 



1 — i« 



■ 1 cos <p. 



V. Abschnitt. 

Bestimmte Integrale. 

§ 21. Das bestimmte Integral. 

Bezeichnet man mit F(x) eine Funktion, deren 
Ableitung f (x) ist, so heisst 

/f(x)dx-F(x) + C 
das unbestimmte Integral der Funktion f(x) mit 
der Konstanten G. Diese lässt sich bestimmen, indem 
man der Veränderlichen x einen Wert beilegt, durch 
welchen das Integral verschwindet. Ist a ein solcher, also 
j* f (a)da = 0, so ist auchF (a)+ C = OundC = — F(a). 

Digitized by VjUU^ It: 



Das bestimmte Integral. Gl 

Wir erhalten alsdann das bestimmte Integral 
/f(x)dx = r(x)-F(a), 

a 
WO X die obere und a die untere Grenze heisst. 

a 

Satz: Das bestimmte Integral y^f(x)dx 

a 
zwischen den Grenzen a und b wird erhalten, 

indem man ohne Bücksicht auf die Konstante 

das unbestimmte Integral ermittelt und die 

Differenz der Werte bildet, welche dasselbe 

bezw. für x = a und x = b annimmt, 
a 

/f(x)dx = F(a)— F(b). 

b 

Beispiele: 
1. 

/(a*+ax + x«)dx = a*x + ^ax*+^-x' 



x=o 
11 



= a' + -2-^' + T"' = -6-"" 



2. 

n 

y 

] sin X dx = — cos x 



3. 



— cos — + cos = 1 . 



r dx 1 x 1 r rC\ ^ 

/ -s-\ — ä= — arctg — = — ^arctgl— arctgO> = :i — 



§ 22. Das bestimmte Integral als eine Summe Ton 
unendlich kleinen Grössen. 

Es sei y = f(x) eine Funktion von x, welche inner- 
halb des Gebietes x = x bis x = a eindeutig, endlich und 
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Bestimmte Integrale. 



stetig ist, daDn zeigt auch die durch y = f(x) darge- 
stellte ebene Kurve zwischen den Punkten P und Q 
mit den Abscissen x und a einen stetigen Verlauf. Der 
Inhalt der Fläche PABQ, der von den ürdinaten 
y = f(x),b = f(a), der Abscissenaxe und dem Kurven- 
bogen P Q begrenzt ist, sei U. Teilt man die Strecke 
AB = a — xin n gleiche Teile A x ein und errichtet 
in den Teilpunkten Lote, welche den Bogen P Q in den 
Punkten Pj,Pj... treffen mögen, dann ist nach § 69 
der Differentialrechnung der Flächeninhalt U näherungs- 
weise angegeben durch 








B *■* 



a, a. 

Fig. 5. Fig. n. 

oder +f(x + (n — l)Ax)} 

Un'= Ax{f(x+Ax) + f(x+2Ax) + ... (i) 

.+f(x + nAx)}, 

wo Un bezw. Un' eine Summe von Rechtecken darstellt, 
die kleiner, bezw. grösser als U ist: 

Un < U < Un'. (2) 

Digitized by LjOOQIC 
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Durch Subtraktion der Gleichungen (1) erhält man 

Un' — Un = Ax{f(x+nAx) — f(x)}. (3) 

Lässt man hierin n immer grösser und damit Ax 

immer kleiner werden, so nähert sich die rechte Seite 

dieser Gleichung mehr und mehr der Grenze 0, d. h. es ist 

lim (Un' — Un)n=oo = oder 

limUn = limUn'. (4) 

Zufolge dieser Gleichung kann aber die Ungleichung 
(2) nur -bestehen, wenn 

limUn = U = HmUn' (5) 

ist. Es ergiebt sich somit der 

^atz: Jede der beiden Summen (1) nähert 
sich bei unendlich wachsendem n dem Grenz- 
wert XJ, der geometrisch den Inhalt der Fläche 
PABQ darstellt. 

Wie die Gleichung (4) zeigt; kann dieser Inhalt 
als eine Summe von unendlich vielen unendlich kleinen 
Rechtecken angesehen werden. 

Entwickelt man in dem Ausdruck für Un jede der 
Funktionen f(x + iA^) °*c^ Potenzen von iA^ und 
fasst die Koeffizienten gleicher Potenzen von A ^ ^^' 
sammen, so lässt sich limUu, wie in § 69 der Differential- 
rechnung gezeigt worden ist, durch die Potenzreihe 
darstellen 

lim Un = (a-x) f (x) +~ (a-x)« f (x) ^^^ 

+ ^(a-x)«f"(x)+..., 

welche unter den gegebenen Voraussetzungen konvergent 
ist und den Grenzwert ü besitzt. Es gilt somit der 
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Satz: Der Inhalt TJ der Fläche PABQ ist 
ausgedrückt durch die konvergente Potenz reihe. 

U=(a-x)f(x) + l-(«-x)'f'(x) 

Ist nun j* f (x) dx = F (x) + C das unbestimmte 
Integral des Differentials f (x) dx, so folgt hieraus durch 
Ableitung 

f (X) = P' (x), f (x) = F" (x), f" (x) = F'" (x), ;. . (7) 
Entwickelt man alsdann den Ausdruck F(x)-|- C nach 
dem Taylor'schen Lehrsatz nach Potenzen von x + h, 
so folgt: 

F(x+h)+C = F(x) + C+-5-F'(x) + |^F"(x)+... 

oder wenn wir h = a — x setzen und die Bedingungen 
(7) berücksichtigen 

F(a)-F(x) + (a-x)f(x) + -2y(a-x)'f'(x)+... 

oder F (a) — F (x) = lim Un = U. 

Da nun der Annahme gemäss F(x) das unbestimmte 

Integral des Differentials f(x)dx ist, so stellt nach dem 

vorigen Paragraphen F (a) — F (x) das bestimmte Integral 

desselben Differentials zwischen den Grenzen a und x 

dar. Es ist daher 

a 

U = limUn = /f(x)dx = F(a) — F(x), (8) 

X 

woraus die Sätze folgen: 

Satz: Das bestimmte Integral 
a 
/f(x)dx = F(a)-~F(x) 
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des Differentials f(x)dx stellt geometrisch 
den Inhalt der Fläche U dar, der von den 
Ordinaten y = f (x), b = f(a) der Punkte P und Q 
mit den Abscissen x und a, der Abscissenaxe 
und dem Bogen PQ der Kurve y = f (x) be- 
grenzt wird. 

Satz: Nach Gleichung (6) und (8) lässt sich 
das bestimmte Integral des Differentials f (x)dx 
auch als Grenzwert einer Summe von unendlich 
vielen unendlich kleinenElementen betrachten, 
welche in (1) mit TJn oder Tln' bezeichnet ist. 

Vergleicht man die Gleichungen (6) und (8) mit- 
einander, so gelangt man zu dem weiteren 

a 

Satz: Das bestimmte Integralj^f (x)dx des 

X 

Differentialsf(x)dxlä8stsichin eine konver- 
gente nach Potenzen von a — x fortschreitende 
Potenzreihe entwickeln, deren Koeffizienten 
durch Ableitung von f(x) erhalten werden. 

/f(x)dx = (a-x)f(x) + ^(a-x«)f'(x) 

31 

Dieser Satz kann dazu dienen, ein bestimmtes 
Integral mit endlichen Grenzen nur mit Hilfe der 
Differentialrechnung zu berechnen. 

§ 23. Lehrsätze über das bestimmte Integral. 

1. Aus Formel (1) des § 21 ergiebt sich durch 
Vertauschung der Grenzen a und b unmittelbar der 
Satz: Ein bestimmtes Integral geht in seinen 

*^ Dipized by VjOijy IL 
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+ ^(a_x)»f"'(x) + ... 
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entgegengesetzten Wert über, wenn man die 
Grenzen miteinander vertauscht. Es ist: 

|f(x)dx = _/f(x)dx. (1) 

2. Zugleich folgt der weitere 

Satz: Ein bestimmtes Integral wird stets 
gleich Null, sobald die Grenzen einander 
gleich werden: 

/f(x)dx = 0. (2) 

a 

3. Nach § 21 ist der Wert des bestimmten Integrals 

zwischen den Grenzen a und b 
a 
■f(x)dx = F(a) — F(b). 



(' 



Da nun jederzeit in identischer Weise die Gleichung 
erfüllt ist: 

F(a)-F(b)=F(a)-P(c) + F(c)-P(b), 
so folgt auch 

/f(x)dx=/f(x)dx+ff(x)dx. (3) 

b b c / 

Satz: Anstatt die Integration von der 
Grenze b bis zur Grenze a direkt auszuführen, 
kann man auch eine (oder mehrere) Zwischen- 
grenzen c einführen und zunächst von der 
Grenze b bis zur Grenze c integrieren und 
nachträglich die Integration von c bis a 
fortsetzen. 

Geometrisch bedeutet die Formel (3), dass man 
den Flächeninhalt P AB Q auch als Summe der Flächen- 
teile PA CR und BCBQ betrachten kann; denn es ist 
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B'^^ 



a 

Fig. 7. 

c a 

Fläche PACR=/ f(x)dx, Fläche ECBQ=/f(x)dx, 

b c 

woraus man durch Addition erhält: 

PABQ = PACR + RCBQ oder 

/f(x)dx=/f(x)dx+/f(x)dx. 
b D c 



§ 24. Integration bis x == oo oder bis und über eine 
Unstetigkeitsstelle yon f (x). 

1. Ist die Funktion f(x) eindeutig und stetig für 
alle Werte von x ^ b , so kann man auch eine der 
Grenzen, z. B. die obere, unendlich gross werden lassen. 

Erklärung: Nähert sich hierbei das Integral 
einem bestimmten Grenzwert 

X 

lim 
x = 

so heisst derselbe der Wert^ den das Integral für die 
obere Grenze x = qo annimmt. 

Ein solches Integral kann einen endlichen und be- 
stimmten Wert erhalten oder auch unbestimmt werden, 
wie die folgenden Beispiele zeigen. Digitizedby>^uu^it: 
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Bestimmte Integrale. 
Beispiele: 



r^ = ^_arctgb. (Fig. 8.) 




Fig. 8 und Fig. 9. 



+ 00 

c ^^ 

J 1 + x' 



(Fig. 9.) 




tJC 
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Bierdurch ist der Flächeninhalt angegeben^ der von 
der Exponentialkurve y = a^, der y-Axe und der nega- 
tiven x-Axe begrenzt wird. 

4. Unbestimmt wird der Wert des Integrals 

OD 

/ COS X dx = sin ( X = 00 ) — sin a = unbestimmt.. 
a 

2. Es kann auch der Fall eintreten, dass f(x) 
selbst für eine der Grenzen unstetig wird, 

Erklärung: Wenn die Funktion f(x) für x = a 
durch Unendlichkeiten selbst unstetig wird, so bezeichnen 
wir den Wert des Integrals mit 

x = a X 

/ f (x) dx = lim / f (x)dx = lim I F (x) — F (b) } 

D X — & D X ^s ft 

für den Fall, dass sich hierbei überhaupt ein bestimmter 
Grenzwert ergiebt. Ist dies nicht der Fall, so darf die 
Integration nicht bis x = a ausgedehnt werden. 

3. Erklärung: Wird die Funktion f (x) für einen 
Wert x = o unendlich, der zwischen den Grenzen des 
Integrals b und a liegt (b<c<a), so versteht man 
unter dem letzteren den Grenzwert, nach welchem die 
Summe 

Jf(x)dx = lba]rf(x)dx+lim|f(^)^^ 
b b X 

konvergiert. 

Ein solches Integral kann einen endlichen und be- 
stimmten Wert haben; es kann aber auch unendlich 
oder unbestimmt werden, 

Beispiel : 
Die binomische Hyperbel 5. Ordnung , deren 
Gleichung 
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Bestimmte Integrale 



1 1 
s 



y« (x-1)* - 1 = oder y = ^-^^ 
ist, hat in x=l einen unendlich fernen Punkt. Der 




Flg. 11. 



Inhalt des schraffierten Flächenstücka ist angegeben durch 



-j-^f+j-(^ 



_2^ 

1)^ 



3(x-l)l +3(x-l)l 



= _3)/_14.3)/l = 6. 



§ 25. Darstellung von — dnrch ein unendliches Produkt. 

Integriert man unter der Voraussetzung eines posi- 
tiven n in den Formeln (2) und (3) von § 8 zwischen 

den Grenzen und-^, so folgt 

1. für ein gerades n: 



^ 1 



A P n — 3 n--l 

T" 6 "" n— 2" n 
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2. fiir ein ungerades n: 

n 

/«nn^d^ = 2.-g-^.^-^332.-,- (2) 

Da nun die Funktion sin g> von bis — stets einen 

positiven echten Bruch darstellt, so gilt für jedes ganz- 
zahlige k > 

n n 

n+i '^ '^ k+i 

sin ^ qp > sin (p und j sin ^^ g) dg) > j sin ^ dg). (3) 


Setzt man nun hierin und in den Formeln (1) und (2) 
k = 2n — l,k = 2n, so folgt 

2 4 6 2n — 2 tt 1 3 5 2n— 1 



3 5 7 2n — 1^ 2 2 4 6 2n 

^13 5 2n-l 2 4 6 2n 



2246 2n^357 2n+l 

oder nach einiger Umformung 

^224466 2n-2 2n 



(4) 



2^13 35 57 2n — 1 2n-l 
7r224466 2n 2n 



2^133 5 57 2n— 1 2n + l 
Es ist nun aber leicht zu erkennen, dass sich die 
beiden rechten Seiten dieser Gleichungen für n = 00 der 
gleichen Grenze nähern; daher ist 

n 

Satz: Die irrationale Zahl -^-lässt sich dar- 
stellen durch das unendliche Produkt , 
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n 2244668 



2 1335577 



(6) 



§ 26. Einige weitere bestimmte Integrale. 

1. Mit Hilfe der teil weisen Integration erhält man 
die Rekursionsformel 

xii _ 1 . -/ ^ , n— 1 fxii-2dx 



X 



Ist nun hierin n eine gerade Zahl, so gelangt man 
durch fortgesetzte Anwendung dieser Formel schliesslich 
zu dem Integral 

dx 

: arc sin x, 



h 



für ein ungerades n schliesslich zu dem folgenden 
xdx 



Jv 



i — yr^ 



Je nachdem n gerade oder ungerade ist, ergeben 
sich schliesslich die beiden Endformeln 

, (n-l)(n-3)... 5 ) , (n-l)(n-3)...5.3 . , _ 

r^i^-dx= -1/1^=7 |^^ + —-^xn-s + 
Jyi-x««*^ •'1 ^\n +n(n-2)^ ^••• 

(n-l)(n-3)...4.2 l 

"•" n(n— 2)...5.3.1 j'^^* 

Nimmt man hierin das Integral zwischen den 

Grenzen 1 und 0, so folgt 

a) für ein gerades n: 



Jx^dx (n — l)(n — 3...5.3 n 
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b) für ein ungerades n: 



/• xndx 


(n-l)(n- 


3).. .4.2 




/o\ 


n 


n(n-2) 


...3.1 


(^) 


2. Nach der Binomialformel 






(a+b)» = 


= an+(^)an- 


-.b+(°)..-. 


'b' + .. 


. + bn 


ist (1 — *' 


008»';,= 1 


— -g-e'cos'qp- 


1 
~ 2.4 


e* cos* (p 






o A ße'cosV... 





Durch Integration und Benützung der Formel (1) 
in § 25 für n = 2, 4, 6, . . . ergiebt sich hieraus das be- 
stimmte Integral 



das wir bei der Quadratur und Rektifikation der Ellipse 
und einiger anderer Kurven verwenden können (§ 29, 5). 
Ebenso erhält man die weitere Formel 

TT 

Jvi-.'cosV dy = ;. / 1 - ( 1 j V - (^1*3 e* 
die wir ebenfalls später gebrauchen können. 
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Anwendung der Integralrechnung. 



YI. Abschnitt. 

inwendang der Integralreehnang auf die 

Geometrie der Ebene, 

§ 27. Quadratur der Kunren in rechtwinkligen 
Koordinaten« 

Erklärung: Wie schon in der Differentialrechnung 
§ 11 und § 69 ausgeführt wurde, versteht man unter 
der Quadratur einer Kurve in rechtwinkligen Koordi- 
dinaten die Berechnung des Flächeninhalts TJ, der von 
den Ordinaten zweier Kurvenpunkte P und Q, dem 
zugehörigen Kurvenbogen und der Abscissenaxe be- 
grenzt wird. 




a 

Fig. 12. 

Satz: Nach Formel (8) bezw. (6) in §22 ist 
der schraffierte Flächeninhalt XJ (Fig. 12) an- 
gegeben durch das bestimmte Integral 
a 
U=/f(x)dx = F(a)— F(b) (1) 

b 
bezw. durch die konvergente Potenzreihe 

U = (a-b)f(b) + ^(a-b)»f'(b) 

+ 3,(a-b)»fli(b)4-... (2) 
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Beispiele: 

1. Quadratur der Parabel y ^ a x* pag. 36 der 
Differenti alrechnung 

b ^ 

X» 1 
woraus für b = folgt : TJ = -^ = — xy. 

2. Quadratur der Spitzpunktsparabel y* = p*x' 



X X 



U=pJ: 



^ 2-2 



x2dx = ~^ px2 =-p(x2_ba), 

2—2 
woraus für. b = XJ =-^ px2 =_ -pxy folgt. 

3. Erklärung: Sind m und n ganze positive 
Zahlen, so bezeichnet man die Kurven, welche durch 

y'i = ax™ 
dargestellt sind, allgemein als „parabolische". 

Diese Kurven gehen durch den Ursprung. Sind 
X, y die Koordinaten des Kurvenpunktes P, so ist der 
schraffierte Flächeninhalt (Fig. 13) angegeben durch 



A 

U = a"^J : 



^ ^ n -L -^+1 n 

xn==----— aHx» =- "i — X y. 
m + n m + n "^ 





Da nun B/Ochteck D A P = x y ist, so ergiebt sich 
für den nicht schraffierten Teil desselben der Inhalt 

DOP=-^xy. 

m + n '' 

Satz: Fällt man von einem Punkt der para- 
bolischen Kurve y^ = ax™ Lote auf die beiden 
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Axen OxundOy, so teilt die Kurve das £.echt- 
eck DOAP in zwei Teile DOP und OAP, die 
sich wie m zu n verhalten DO P:0 AP = m:n. 

4. Erklärung: 8ind m und n ganze Zahlen, so 
heisst jede Kurve von der Gleichung 

j^m yll ^ a 
eine „hyperbolische Kurve". 





Fig. 18. Fig. 14. 

Der Inhalt des schraffierten Flächenteils (Fig. 14), 
der sich ins Unendliche erstreckt, ist angegeben durch 



U = a ^ \ x^ dx = ; 



-m 



1 n — m 
-a Ji X Ji = 



n — m 



xy. 



Dieses Resultat führt uns zu dem 

Satz: Die schraffierte Fläche, welche sich 

ins Unendliche erstreckt, steht zu dem Becht- 

eck DOAP=xy in dem konstanten Verhältnis 

n : n — m. 

X* y' 
5. Quadratur der Ellipse:-, H-tt — 1 = 






. X , bx _ \: 



Beschreibt man um mit A = a einen Kreis, so ist 
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Uk 



J1 XX 
^a' — X* dx = "ö" a* arc sin ^ ^ ~^ Va* — x* 




Fig. 15. 

Für xo=o und x = a ergiebt sich hieraus als Flächen- 
inhalt des Ellipsenquadranten 

4 
und somit als Inhalt der ganzen Ellipse 
XJ = ;rab. 

Ist b = a, so geht die Ellipse in einen Kreis über, 
für welchen wie bekannt 

U = ^ a' ist. 

6. Quadratur der Hyperbel -ä- — -rj — 1 = 0. 



Es ist y= — Kx' — ä* und 

" a 



X 

1« , Ix 
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Für x^j = a folgt 



"-f-v'R+i}- 




Flg. 16. 

7. Die Exponentialkurve (Fig. 17) y = a^ hat den 
Flächeninhalt 

X 

1 



U=Ja^dx = ^ 



=ii:(y-y.). 




t-JC^ 



Flg. 17. 

8. Für die Sinuslinie (Fig. 18) y = sinx ist 

X 

XJ = j^ sin X dx = — cos X + cos x^. 

Für x^j = und x = jt ergiebt sich als Inhalt der 
ganzen Schleife TJ = 1 + 1 = 2. 

9. Für die Kurve dritter Ordnung (Fig. 19), welche 
die Gleichung besitzt 



y'x — a*(a — x) = oder y = a 



a — X 
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y 



O 



zJtj 



^ oc 



Flg. 18. 

ergiebt sich als Flächeninhalt über Ox 





= a* { arc sin l/— ■\ Vax — x* 1. 




Fig. 19. 

(Vergl. § 15) und hieraus für x = a als Inhalt der Fläche 
zwischen y- Achse, x-Axe und Kurve 

71 



Ua = ^a'. 
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80 Anwendung der Integralrechnung. 

Daher hat die ganze Fläche zwischen y-Axe und 
Kurve den Inhalt 

J = 2 Ua = TT a«. 

Ein Flächenstreifen parallel zur x-Axe zu den 
Ordinaten und y hat den Inhalt 



= a* arc tg — 
® a 

Für y = 00 folgt hieraus 

Daher ist sbenso wie oben 

J = 2U'Q0 = ;ra'. 

10. Für die Cycloide, deren Gleichungen in Para- 
meterform sind: 

X :^ a (9> — sin y), . y = a (1 — cos qp) , 

erhalten wir dx = a (1 — cos qp) d^ und als Flächeninhalt 
X qp 

Ux = I y dx = a | (1 — cos ^)* d^? 



9 



= a* I |l — 2cosy + cos*9>)d^ 



/ 3 .1 \ 

-a*(— y — 2sin^+ -^sin^cos^j. 



Für 9> = 2 ;r folgt hieraus als Inhalt eines ganzen 
Cycloidenabschnitts 
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O ^ 

Fig. 21. 

Quadratur in Polarkoordinaten. 

Erklärung: Unter der Quadratur in Polarkoor- 
dinaten versteht man gewöhnlich die Berechnung des 
Flächeninhalts U^ der von dem Kurvenbogen P Q, den 
Badienrektoren P und Q mit den Azimuts ^> und a 
begrenzt ist. 

Die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten sei 
r = f(y), 
WO r den Radiusrektor zum Kurvenpunkt P und ^ das 
zugehörige Azimut bezeichnet. Lässt man alsdann das 
Azimut (p um die unendlich kleine Grösse d^ zunehmen, 
so unterscheidet sich das zugehörige Flächenelement 
OPP' = dU von dem elementaren Kreissektor 

0PD=^d9> 

nur um eine unendlich kleine Grösse höherer Ordnung. 
Dieser darf deshalb an Stelle des ersteren gesetzt werden. 



Eb ist also 



dU=-|-r»d 



.y, 



Junker, Höhere Analysis. 11. 



(1) 

,GoogIp 
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woraus sich durch Integration als Inhalt des Flächen- 
stücks TJ (Fig. 22) ergiebt 

a a 

U = -]-JrMy = Jf»(y)d9,. (2) 




^ 

Flg. t2. 

Satz: Ist die Gleichung einer Kurve in 
Polarkoordinaten gegeben r = f(9)), so ist der 
Inhalt der Fläche OPQ, welche vom Kurven- 
bogen PQ, den Eadienrektoren OQ und OP 
(Azimut a bezw. 9») begrenzt wird^ angegeben 
durch das bestimmte Integral (2). 
Beispiel. 

1. Die Lemniskate hat die Gleichung 

r" = a' cos 2 tp. 
Es ist somit 
a 

= —r a" sin 2 a. 



U = — j a*cos2^dy = -j 



Für = 45**= -j- (r = 0) ergiebt sich hieraus 



somit ist J=:a*; daher 
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Satz: Der Flächeninhalt, der von den beiden 
Schleifen der Lemniskate eingeschlossen wird^ 




Fig. 28. 

ist gleich dem Quadrat über OA = a der halben 
Symmetrieaxe. 

2. Die Kardio'ide (Fig. 24) hat die Gleichung 
r==2a(l+cos<iP), 




daher ist 



Fig. 24. 
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U =-0- I 4a'(l+co8^)'d^=2a' j (l+2coBy+cos*y)d^ 



= a'(8^+48iii9+sinycosy), 
somit ist die Hälfte der Gesamtfläche 

— = a'(39 -f'4sin^-f')9in9>ooB^) =3»a" 

und die Gesamtfl&che selbst 

J = 6«a». 

3. Allgemeinere KardioMen (Fig. 24 a) ergeben sich, 

wenn man auf den von aus gezogenen Strahlen von 

der Peripherie des Kreises aus eine beliebige Strecke b 

heraus- oder hereinträgt. Die äussere, bezw. innere 

Schleife erhält alsdann in Polarkoordinaten die Gleichung 

r=2aco8y + b, bezw. r = 2acos9 — b. 

Die erste derselben giebt für r = 2 a + b und 




Fig. MA. 

b 



r = 0, 9 = und qpo = arc cos ( — ^ ), daher ist der halbe 
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Flächeninhalt der ersten Schleife angegeben darch 

Ulf 1 c 



= -^(2a'+ b') 9> + »' 8111^ cos y + 2aboo8y 







= ^(2a'+b*)arocos(— ^)--|-b»^4a" — b». 

Somit ist 

U==(2a* + b>)arccos(— ^)- |-b|^4P^=:nb*: 

Ebenso ergiebt sich für den Inhalt der inneren 
Schleife 

U' = (2a» + b»)arccos(^j + -|-b)/4a» — b«. 

Aus jeder dieser Formeln ergiebt sich für b = 
der Inhalt des Kreises J = ;ra*, wie za erwarten war. 
Die beiden obigen Kardio'iden stellen zusammen 
eine Kurve 4. Ordnung mit Doppelpunkt im Ursprung 
dar, deren Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten ist: 
(x* + y'-2ax)*-b-(x« + y»)=0. 
4. Die gewöhnliche Fusspunktskurve des Kreises 
(Fig. 25) mit Pol in der Peripherie hat die Gleichung 
r = OD + DP = a cos y + a oder 
r = a (1 + cos q>). 
Daher ergiebt sich als Flächeninhalt der ganzen 
Kurve 

U27r= I r*d9>:= — I (l + 2co8<3p + coB'y)dy 

® ® Digitizedby^OOgle 
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a* r . . . 9> , ainq>ooa<p\%n 




Fig. 25. 

Satz: Der Flächeninhalt zwischen Fuss- 
punktskurve und dem gegebenen Kreis vom 
Radius a ist somit gleich der Hälfte des 

letzteren "ö"''» — ;ga'= . 

5. Allgemeinere Fusspunktskurven des Kreises er- 
geben sich, wenn der Pol nicht auf die Peripherie 
selbst zu liegen kommt, sondern in der Entfernung b 
von derselben angenommen wird. 

Liegt innerhalb Fig. 26, so ist 

r=OP = MB — MD=:a--(a — b)cos , oder 
r = a — (a — b)co8 9>. 

Der Flächeninhalt der ganzen Kurve ist denmach 
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J= IJ2;r = -ö- I r'dy^-g- 1 ja + C» — b)co89>| dg> 



wobei der zweite Ausdruck den Inhalt der Fläche an- 
giebt, welche zwischen Kreis und Kurve liegt. 




Fig. 26. Fig. 27. 

Liegt ausserhalb des Kreises, so hat die resul- 
tierende Fusspunktskurve (Fig. 27) einen Doppelpunkt 
im Pol und erhält die Gleichung 

r = a + (a + b) cos <p. 
Durch Integration von bis 2n ergiebt sich aus 
n n 

-g- j r»d9p = — J |a+(a4-b)cosy} d(p 



der Inhalt des schraffierten FlächenstüclpsedbyGoOQle 



88 



Anwendung der Integralrechnnng. 



Die ganze Fläche dieser Fasspunktskurve hat somit 
den Inhalt s i ^ / i u\« 

wobei derjenige der Schleife über A doppelt ge- 
rechnet ist. Für b = reduziert sich der Inhalt der 
letzteren auf Null und geht J über in den Jnhalt 

3 
J = -X- n a* der gewöhnlichen Fusspunktskurve, wie es 

sein soll. 

§ 29. Mherangsformeln zur Qaadratar der KurTen. 
a. Bechtecksformel. 
Teilt man wie in § 11 oder § 69 der Differential- 
rechnung die Strecke A^ An = a — b in n gleiche Teile 

a — b 



(Pig. 28) von der Länge d = 



und zieht durch die 











^_s^..Yj.Vj.Vj .4 


t.^ 



Fig. 28. 

Teilpunkte A^, A^, Aj^, . . ., An Parallelen zur y-Axe, 
welche die Längen 

y. = f(b), y,=f(b + <), y,=f(b + 2<5), ..., yn = f(a) 
erhalten mögen, so lässt sich der Inhalt der Fläche 
Pq Aq An Pn näherungsweise als Summe von n Eecht- 
ecken von der Breite ^ durch jede der beiden Formeln 
ausdrücken : 
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ün = <j{yo + yi+y8 + --*+yn-i} oder 

TJn; = <J{y,+y, + >'3 + ...+yn}, (1) 

wo Un die Summe der kürzeren (schraffierten), Un' 
die Summe der längeren Bechteoke darstellt. Ist XJ 
der wahre Inhalt der Fläche P« A^ An Pn, so ist stets 
TJn < U < Un'. 
Wie schon in § 69 der Differentialrechnung ge- 
zeigt worden ist, wird der Fehler, den man begeht^ 
wenn man Un oder Un' an Stelle von U setzt, immer 
kleiner, je grösser n wird. Im Grenzfall ist 

lim Un = U = lim Un' 
n = CO n=: 00 

b. Trapezformel. 








J7^ 



Fig. 2». 

Eine grössere Annäherung an U wird bei end- 
lichem n gewöhnlich erzielt, wenn man das arithmetische 
Mittel von Un und Un' bildet und dieses an Stelle von 
U setzt (Fig. 29) 

Un" = -^(Un+Un') 

=<5{f +y.+y..+...+yn-i+f }. (2) 

Geometrisch stellt diese Formel die Summe der 
n Trapeze oigtzedby^uuyie 
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U„ U„ U3, ..., Un 
von der Höhe 6 und den Grundlinien y© Ji y, • • • yn dar. 
Die Formel (2) heisat deshalb auch Trepezformel. 

c. Die Simpson'sche Regel 
gründet sich auf die Verwendung der Parabel 

zur näherungsweisen Berechnung von U. 

Legt man durch die Punkte P^ P^ P„ welche in 
diesem Fall die Koordinaten x^ y^, ^ yi» ^1 y« haben 
sollen, obige Parabel, so gelten die Gleichungen 

7,=ax,' + ßx,+y (3) 

aus denen sich die Koeffizienten o, ß, y eindeutig be- 
rechnen lassen. 

Diese Parabel wird sich zwischen den Punkten 
Pq P^ P, im allgemeinen näher an die Kurve schmiegen, 
als dies für die Bechtecke in a) und die Trapeze in 
b) der FaU ist. 

Näherungsweise kann also zwischen diesen Punkten 
die Parabel an Stelle der Kurve gesetzt werden. Der 
Inhalt der beiden ersten Flächenstreifen ist alsdann 
näherungsweise 

Xf 

U.+U.= J(ax'+/»x+y)dx = -^(V-V) 

Zo 

+ |-(V-0+r(».-^.)- 

Setzt man hierin x, — x^ = 2 ^ und benützt 
Gleichungen (3), so geht diese Formel über in 
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U,+U. = -3-(y,+4y.+y.). 

Wählt man n gerade n =:^ 2r und bildet ebenso 
U, + TJ^, TJj + U„ . . ., Un — 1 + TTn und addiert die er- 
haltenen Ausdrücke; so ergiebt sich als dritte Nähe- 
rangsformel 

U = -|-|(yo + y2r) + 2(y,+y, + ...4-y2r-2) 

+ 4(y,+y3 + ...+y2r-i)}, (4) 
welche als „8impon'sche Begel** bekannt ist 
Beispiel: 
Für ^= 1, h,; h,; ...; h,, = 4; 4,3; 4,1; 3,7; 
3,1; 2,9; 3,2; 3,6; 4; 3,9; 3,1 ergiebt sich nach den 
Bechtecksformeln 

Un=:36,8, Un' = 35,9 
and hieraus nach der Trapezformel 

Un" = y (Un + UnO = 36,35. 

Die Simpson'sche Eegel endlich ergiebt 
U = 36,5. 

§ 30. Rektifikation ebener Knryen in rechtwinkeligen 
Koordinaten. 




a 

Flg. 80. 

Erklärung. Unter der Rektifikation einer Kurve 
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versteht man die Berechnung der Länge s des Kurven^ 
bogens QP zwischen den Punkten Q und P mit den 
Abscissen b und a. 

Ist y = f(z) die Gleichung der gegebenen Kurve, 
so ist nach § 60 der Differentialrechnung das Linien- 
element angegeben durch 

dB=]/dx' + dy« = ]/l+(g)'dx. (1) 

Durch Litegration folgt hieraus als Länge des 

Kurvenbogens PQ 

a a 

s = Tyr+T"* dx = fj/i+fw dx. (2) 

b b 

Satz: Die Länge des Kurvenbogens zwi- 
schen den Punkten P und Q mit den Ab- 
scissen a und b ist angegeben durch das 
bestimmte Integral (2). 

Beispiele: 
1. Für die Asteroide (Fig. 31); deren Gleichung 

y 
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isty erhalt man 



r = ^a8 — x8Ja 



^=-x-T(ai-x-r)f, ds= M+^-ldx 



= ^-dx, 
x^ 



somit ist * 

8 



= j a8 X 8 d^ = 



2 "' 
Ganzer Umfang = 6 a. 

2. Die Kurve (Fig. 32) hat die Gleichung 

y 




Flg. 3«. 

9ay'=x(x — 3 a)'; daher ist 
X — 3ai 



y = 



Y-^'y'=l]^'*^«^ 





Für die halbe Schleife erhält man mit x = 3a 
8 = 2a)/T. 
Ganze Schleife =4ay^. r^^^^i^ 
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3. Für die Parabel x" = 2p y ergiebt sieb 

y-2p'y - p 

and somit als Länge des Eurrenbogens OP (vergl. 
§ 15 Nr. 8) 




Flg. 88. 



z z 

OP = 8 = J |/l+|J dx = y J|/^X' dx 



=t{?><' 



'x' + p» + x) + 



fvx'+p'}: 



2 p ^2p' ^P 

4. Die Kettenlinie (Fig. 34) hat die Gleichung 





y J 


^ 


•*• y'B\ 

a y'y 





u> 



Fig. 84. 



y=Y(ea + e ») 
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daher ist 

X X 

o o 

Bomit gilt der 

Satz: Der Bogen der Kettenlinie vom tiefsten 
Funkt A derselben bis zu einem beliebigen Kurven, 
punkt P(xy) ist gleich Yj^ — a*, wo y die Ordinate 
dieses Punkts ist. 

5. Rektifikation der Ellipse. In Funktion eines 
Parameters t lassen sich die Koordinaten eines Ellipsen- 
punkts darstellen durch 




dx = 



Flg. 85. 

X = a COS t, y = b sin t 

— asintdt, dy = boostdt. 



Bezeichnet man nun mit s die ganze Länge der 

Digitized by VjOOy It: 
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Ellipse, 80 ist 



n 



T = Jvi + y'*dx=aJ^ 



yi + y'* dx = ajyi — e"ooBnd<^ 
o 

i/a* — b* 

wo 6 = die numerische Excentrioität bezeichnet. 

a 

Dieses Integral ist als ein elliptisches nicht 

in endlicher Form darstellbar. Entwickelt man jedoch 

die Quadratwurzel nach Potenzen von cos't mit Hilfe 

des binomischen Lehrsatzes, so folgt 

8 C-l «* 6* «• \ 

-j- = a J ^ (1 ^cost* g-co8*t— Y^cos't — ...jdt 

=*T{'-(ir.'-3(5!i)-.-(^)'--} 

womit der Bogen der Ellipse durch eine konvergente 
Potenzreihe dargestellt ist. — Für a = b oder « = 
geht die Ellipse in einen Kreis über, dessen Quadrant 

bekanntlich einen Bogen von der Länge — = -^ a 
besitzt. 

§ 31. Rektifikation in Polarkoordinaten. 

Wendet man Polarkoordinaten an 
X = r cos q>y y = T sin q>y 
so folgt hieraus 
dx = dr cos q> — r sin q> dy, dy = dr sin y -}■ ^ ®<^s <p dy. 
Setzt man diese "Werte in ds' = dx* + dy' ein, 
so ergiebt sich für das Linienelement der Ausdruck 

'^' + {^)\ = \'i^r^^9 (1) 

Digitizedby VjOOyit: • 
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und hieraus durch Integration als Länge des Kurven- 
bogens PQ q 









Flg. 


86. 


-x 


9 










fl/ 


'rU 


.('' 


Vd.. 





(2) 

a 
Satz: In Polarkoordinaten ist die Länge 
desKurvenbogens PQ = 8 zwischendenPu n.k- 
ten P bezw. Q vom Azimut a bezw, q> an- 
gegeben durch das bestimmte Integral (2). 
Beispiele: 

1. Für die Spirale des Archimedes ist 

r =^ a y, r' = a, 
9 9 

s= 1 ya*y* + a*,d^ = a h'^^fi dy 



= Y [9}^+! + Hq>+ l9^+l)}. 

Vergleiche § 15, 8. 

2. Für die Cardioide (Fig. 24) ist 

r = 2a(14-cosy), r' = — 2a sin 9) 
tp tp 

s= ryr* + r'*dg> = 2a jj/^i^l + cosy, dy 



cos — d^) = 8a sin — • 



Junker, Höhere Analysie. IT. 



yGOOgl^ 
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Anwendung der Integralrechnung. 



Für ^ = » ergiebt sich hieraus als halber Umfang 

der Cardioide: 

S 
— = 8a; somit 8 = 16a. 



F]«. 24. 



Fig. 25. 
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3. Für die gewöhnliche Fusspunktknrve des Kreises 

(Fig. 25) r = a (1 + cos y) ist ebenso 

f^ ^ 

s = aj j/2(l + co8<p)dg? = 4asin-|-. 



Die ganze Kurve hat somit die Länge S^8a. 

4. Für die allgemeinen Fusspunktskurve (Fig. 26) 
deren Gleichung r = a — (a — b) cos 9> ist, ergiebt sich 
als Kurvenlänge 




Flg. 86. 



S = 2 J Va' + (a— b)"— 2a(a— b)cosy dq> 





wo 



^, 4ara-b) ^ . ^ 

-^ =77n — UT« gesetzt ist. 



(2a— b)« 

Dies ist ein elliptisches Integral, das sich in ähn- 
licher Weise wie der Ellipsenbogen, § 29, durch Eeihen- 
entwicklung berechnen lässt. Man erhalt nach § 24, 
Formel (4): oigitizedbyVjuuyn^ 
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Anwendung' der Integialiecliniüig. 



5. Für die Cycloide x = a (y — sin 9p), y = a (1 — cos q>) 
erhalten wir als Länge 

S = aJ y2(l — cosy)dy = 2a J 8in-|- d5^ = Öa. 
'0 

§ 32. Teilung yon Flächen nnd ebenen J^nrren. 
a. Für rechtwinklige Koordinaten. 
Nach § 26 ist der Inhalt U der Fläche BCDA 
dargestellt durch die Formel 



U=J f(x)dx. 

b 

Ist nun ME=y die Ordinate des Punktes M, 
welche dieselbe halbiert, so ist ofifenbar 







^ 



■ Plg. 87. 

Jf(:c)dx = J f(T)dx (1) 

b z 

oder, wenn P(x) das Integral Jf(x)dx bezeichnet, 
P(x) — P(b) = P(a) — F(x) 

P(x) = |{p(a) + P(b)}.^^^g,^^ (1) 
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Soll die Fläche BCDA durch die Ordinate y des 
Punktes M in zwei Teile zerlegt werden,^ die sich ver- 
halten wie m:n, so berechnet sich die zugehörige Ab- 
scisse aus /»^ /•* 

J f(x)dx:J f(x)dx=m:n 



oder aus 



F« = 



mF(a)+nP(b) 



(2) 



m+n 

Ist ebenso M der Mittelpunkt des Bogens PQ 
(Fig. 37) dessen Koordinaten x, y sein sollen, so be- 
rechnet sich die Abscisse dieses Punktes aus der 
Gleichung n>^ /•* 

-5- = J <is = J ds oder 

b 7C 

wenn F (x) = J ds gesetzt wird, aus 



P(x) = i-{E(a)+P(b)j[. 



Der Punkt M teilt den Bogen PQ im Verhältnis 
m : n, wenn die Bedingung besteht : 



Jdsjds^ 



in:ii oder wenn 



PW = 



inF(a)-fnF(bj 



(3) 



ni+n 

Satz: Die Abscisse des Punktes M, dessen 
Ordinate y die Fläche BCDA, bezw. den 
Bogen BA im Verhältnis m:n teilt, berechnet 
sich als Wurzel der Gleichung-(2), bezw. (.3). 
b. Für Polarkoordinaten. 
Ist die Gleichung -der Fläche in Polarkoordinaten 
r, tp gegeben r = f(y),Tflo berechnet si^J|,^fif^^^t V', 



i02 Anwendung der Integralrechnung. 

asvektor OP = r die Flj 

Ja pV 

r*dq>=\ T*dq> oder 

ß 
«P(y)==Jr'dy gesetel 



dessen Badiasvektor OF = r die Fläche AOB halbiert, aus 

wenn 

ß 
(P(^) = Jr'd^ gesetzt wird, aus 




0{^)-. 



w 



Fig. 88. 

Soll sich die Fläche OAP:OBP = m:n verhalten, 
so erhält man das Azimut i^ des gesuchten Yektors 
OP aus /»a /»V 

nj r'dy = m J r*dqp oder aus 
i^ ß 

^_ ng(a) + mg W 
m + n 

Ist iff hieraus berechnet, so ergiebt sich der Wert 
des zugehörigen Vektors aus der Gleichung r = f(^). 

Ebenso berechnet sich das Azimut ^ desjenigen 
Vektors, der den Bogen AB im Verhältnis m:n teilt, 

aus der Gleichung 

Ja ^tff 

ds = m J ds oder aus 
iff ß 

Ji<^(a)+[m0(ß) 

^ *" '^Digitized by ^toglc 
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Beispiele. 
1. Die Fläche der Parabel y = px* durch eine 
Parallele zur x-Axe im Verhältnis m : n zuteilen. 

Man berechnet die Abscisse x des Punktes P aus 



n I px'dx = m 1 px'dx 



und erhalt 



x» = . — und x = ai / °^ . 

2. Fläche und Bogen der Cardioide r = 2a (1 + cos g>) 
durch einen Badiusvektor zu halbieren. 

Die Fläche wird durch einen Vektor vom Azimut 
^ halbiert, wenn die Bedingung stattfindet 

r'dy = J r'dy, woraus sich 

ijf 

als (transcendente) Bestimmungsgleichung für ^f ergiebt 

3 
cos V sin ^^4- 4 sin ^ ^(n — 2v) = 0. 

Der Badiusvektor (r, ^f) halbiert den Bogen der 
Cardioide, wenn 

X^ p^ 
ds = J ds oder wenn nach § 31 

2sin-^=8in — = 1 oder 

tfr 1 n / 1 \ 

Bin-~=-2-, V' = -3- = 60' und r = 2a f 1 + ^ )= 3* "*• 

3. Den Kreisquadranten OAB durch Parallelen 
zu OB in n-gleiche Teile zu teilen. 

• Digitizedby VjUijy It: 
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Anwendung der Integralrechnimg. 



Sei PC = y die k*« Teilgerade, so verhält sich 
Fläche BUCP:CPA = k:n — k; daher erhält man zur 
Berechnung der Abscisse x des Punktes P die Gleichung 




(n — k) J 1/a* — x«dx = k J Va* — x*dx oder 



(n — k)<xya" — x' + a* aresin — ? 

= k I Y a« — xVa» — x" — a« arc sin ^\ 

xVa* — x* + i 



oder 



X ;r k . 
-a' arc sin — = -^r-. — a'. 
a 2 n 



Setzt man hierin — = cos <p und demgemäss 



Va' — x' _ . . X 

a 



= sm gp arc sm — = gp jr-, 

a ^ 



so geht unsere Gleichung über in 

, TT /n— k\ ^ 
coB(pQm(p — q> + -^{—^ — 1 = 0, 

die zur Berechnung des Winkels q>, dient. 

4. Den Quadranten der Lemniskate r'^a'cos2^ 
durch einen Radiusvektor r, q> zu halbieren. 

Man erhält als Bedingungsgleichung zur Berech- 
nung von 9 Digitizedby^UUyit: 
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7» 

rv CT 

\ cos 2 gp d^p = J cos 2 9 dq> und hieraus 

9 

a.jx2q> = l — sin 2 9 oder 
2sin29> = ly sin29 = -^, 

2gp = — , y = — ; r = -2-V2, 

wodurch eine einfache Konstruktion angezeigt ist. 

Soll die Fläche allgemein durch einen Radius- 
vektor im Verhältnis m : n geteilt werden, so berechnet 
sich das zugehörige Azimut q> aus 

n sin 2 9> = m (1 — sin 2 9) 

• « °^ 

sm2cp = i — 

^ m + n 

1 m 



9 = -jr- arc sin 



m + n 
und der Vektor selbst aus 

2a' 

r' = 2a* cos 2g> = -. — , Vn* + 2mn 

^ m + n ' 



^ = *l/^^2mn + n-. 



Vn. Abschnitt. 

Anwendung der Integralrechnang aaf die 
Oeomelrle des Baumes. 

§ 33. Kubatur begrenzter Bäume. 
Erklärung. Unter der Kubatur eines Volumens 
versteht man gewöhnlich die Berechnung eines Baum« 

DigitizeTbyVjUU*^lt: 
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Anwendung der Integralrechnung. 



Inhalts, der von ebenen oder gesetzmässig gekrümmten 
Flächen oder von beiden begrenzt ist. 

Eine Ebene x = x parallel zur yz-Ebene schneide 
aus dem Körper (Fig. 40) eine Scheibe ABC vom 
Flächeninhalt Uz heraus, der. mit Hilfe der gegebenen 
Flächengleichung F(xyz) = in Funktion von x aus- 
gedrückt werden könne: 

Ux = f(x). 

x-a 




Flg. AO. 

Alsdann unterscheidet sich der Rauminhalt, der von 
der Fläche F (x y z) und den Ebenen x und x + dx be- 
grenzt wird, um eine unendlich kleine Grösse höherer 
Ordnung von dem Inhalt des Cylinders, der als Grund- 
fläche ü und als Höhe dx hat. Dieser Cylinder darf 
daher an Stelle der Scheibe gesetzt werden. Die 
Summe aller dieser Scheiben zwischen den Ebenen 
x^b und x = a ist alsdann angegeben durch 

V= ) Uxdx=Jf(x)dx. 
% b 

Satz: Der Rauminhalt V, der von den 
beiden VertikalebeD«**» Tc=zh und x=a und 
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der Fläche F begrenzt wird, ist duroh das 
bestimmte Integral (1) ausgedrückt. 
Beispiele. 
1. Die Qleichung 

"" b* ^ c* 
stellt ein Paraboloid dar, welches die yz-£bene in 
x=o berührt und die zx — , bezw. xy-Ebene nach den 




Fig. 41. 
Parabeln z' = c'x bezw. y'=b'x schneidet. Jeder 
ebene Schnitt IT parallel zur yz-£bene ist eine Ellipse, 
welche in der Entfernung x von dieser Ebene den In- 
halt U = ^bcx hat. Der Rauminhalt V des Para- 
boloids zwischen den Ebenen x = o x = a ist alsdann 
nach Formel (1) 



Y^Tt j bcxdx = 



;rbc 



2 



--Ja'bc. 



'0 

2. Das Ellipsoid hat bekanntlich die Gleichung 

/('-)=(T)"+(i)' + (T)'— °- 

Ein Querschnitt, parallel zur yz-Ebene in der Ent- 
fernung X gelegt schneidet dasselbe nach einer Ellipse 
mit den Axen 



7a* 



:?, — »^a»-3 
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und dem Inhalt 




Fig. 48. 

Der Inhalt des ganzen EllipsoidB ist somit an- 
gegeben durch 

V= J wbofl i-ldx = -^;rabc, 

— a ^ 
woraus für c = b = a als Inhalt einer Kugel vom 
Radius a hervorgeht 

3. Das einmantlige Hyperboloid (Fig. 43) hat die 



Qleichung 






a' • b* c 
Ein Schnitt senkrecht zur z- Axe in der Entfer- 
nung z von der xy-Ebene giebt eine Ellipse von den 
Halbaxen i 
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und dem Inhalt 



U = ;.~5-(2« + C«). 




Fig. 48. 
Der BaumiDhalt des eiDmantligen Hyperboloides 



ist daher 



Für 



li = c folgt hieraus 



= ;rabh 



V= — wabo. 
o 

4. In der Entfernung c von der Ebene eines Kreises 
vom Badius a liegt parallel zur Kreisebene eine Leit- 
linie. An dem Kreisumfang und der Leitlinie gleitet 
beständig senkrecht zu derselben eine Gerade hin. 
Volumen des erzeugten Conoids? 

Es ist ^ . 
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Anwendung der Integralrechnung. 



XJ = APBD=yc=*cya*— X* 

dV = üdx 

Udx = cjl^a»— xr=;ri 





Fig. 44. Fig. 45. 

Scheidet die Leitlinie von der x-Axe, bezw. z-Axe 
die Stücke a' und c ab, so ist 



daher auch 



U = APBD=yz = ycfl — ^\ 
ich 

v=Judx=cJi/5T:=7*(i— -^)dx 



— a 

s 



= 71 CA 

§ 34. Kubatur ron BotationskSrpem« 
• In der xy-Ebene liege die Kurve 

Dreht sich dieselbe um die x-Axe, so beschreibt 
irgend ein Punkt P derselben mit den Koordinaten xy 
einen Kreis vom Badius y, der somit den Inhalt hat 
U = ;ry' = ;rf(x). (1) 

Legt man in der Entfernung dx von ^^^^ eine 



Eubatur von Rotationskörpern. 
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weitere Ebene senkrecht zur x-Axe, so schneidet diese 
and dem erzeugten TJmdrehungskörper einen zweiten 
Kreis aus, der mit dem ersteren und der Drehungs- 
oberfläche einen Kaum einschliesst , der sich nur um 




Flg. 46. 
ein unendlich Kleines höherer Ordnung von dem In- 
halt Udx des Cy linders unterscheidet, der zur Grund- 
fläche U und zur Höhe dx hat. Dieser darf also an 
Stelle jenes Eauminhalts gesetzt werden. Es ist 

dV = üdx = Äy'dx = ;rf"(x)dx. (3) 

Hieraus ergiebt sich durch Integration als Inhalt 
des Drehungskörpers zwischen den Ebenen x=b und 
x = a /»» /•* /•* 

V = J Udx = ;r J y»dx = ;r J f"(x)dx. (2) 
b b b 

Satz: Dreht sich eine ebeneKurve y = f(x), 
die in der xy-Ebene liegt, um die x-Axe, so 
beschreibt die Fläche BCDA zwischen den 
Kurvenpunkten A und B mit den Abscissen 
a und b einen Rotationskörper, dessen In- 
halt durch das bestimmte Integral (3) an- 
gegeben ist. DigitizedbyVjUUyH^ 
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Anwendung der Integralrechnung. 



Beispiele: 
1. Die Parabel y = px' erzeugt bei der Drehung 
um die x-Axe einen ümdrehungskörper, dessen Inhalt 
zwischen den Ebenen x = und x = x angegeben ist 
durch 



y = ^JV*clx = ^Jp«x^dx= 



p»x» = -^xy». 



5 *' ^ 5 



2. Dreht sich die schleifenförmige Kurve 

a«y* = x«(a" — X«) 
um die x-Axe, so ist der Inhalt des erzeugten Eotations- 
körpers zwischen den Ebenen x = und x = x 

Die ganze Schleife beschreibt somit einen Körper 
vom Inhalt 

4 14 

3. Durch Drehung der Cissoide 

(2a— x)y*=:x* 




Flg 47. 

um die x-Axe wird ein Körper erzeugt, der den In- 
halt besitzt 
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Va = ;r !_£!_ dx = ;r8a»fl2 — 4-\ 
%2a-x \ ^J 

4. Der Eotationskörper der Asteroide (Fig. 31) 
^ JL J- 

y 




hat den Rauminhalt 



Flg. 8t. 



Der ganze Inhalt des erzengten Körpers ist somit 

^"105"''' ~35"3'''*- 
5. Die Cycloide hat die Gleichungen ^ 

x = si,{q> — sing)), y=aco8^. 
Bei der Drehung um die x-Axe erzeugt dieselbe 
einen Eotationskörper, dessen Inhalt ist 



^=./y 



y*dx. 



Janker, HBhere Analyst«. 11. 
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Nun ist dx = a (1 — cos 9>), daher ist auch 

V = ;ra'J(l — co8y)M9> 



{3 1 

gp — 38iny4--^(y'4"Bixi^co8gp) g-sinycos'y 

Der erste Abschnitt 9 = 2?^ erzeugt daher einen 
Botationskörper vom Inhalt 

V,^ = 5;r'a». 

6. Die Kurve y* b + x' a — x* = beschreibt bei der 
Drehung um die x-Axe einen Botationskörper, dessen 
Inhalt ist 

V=^/(x»-ax')dx=^*(3n*-4n» + l). 




Flg. 48. 

§ 35. Kubatur Ton cylindrischen Räumen. 

Gegeben seien die Kurven 

y==^f(x) in der xy-Ebene und 
z=q>(x) in der zx-Ebene. 
Gesucht sei der Rauminhalt Y, der von den Cylinder- 
flächen y = f(x) und z=^(x) und den beiden parallelen 
Ebenen x = b und x = a eingeschlossen wird. Eine 
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Ebene x = x senkrecht zur x-Axe schneidet aus dem 
Körper ein Bechteek PADB voix den SeiteA. 




Fig. 49. 

PA=z = (p(x) und PB = y = f(x) 
heraus, welches somit den Inhalt 

U = yz = f(x)y(x) 
hat. Der Inhalt des Körpers zwischen den Ebenen 
x = b und x = a ist somit angegeben durch 

V= Jyzdx=Jf(x)y(x)dx. (1) 

b b 

Satz: Der Inhalt des cylindrischen 

Baumes, der von den beiden Cylinder flächen 

y = f(x), z = gp(x), den Ebenen x = b und x = a, 

der zx-Ebene und xy-Ebene eingeschlossen 

wird, ist angegeben durch das bestimmte 

Integral (1). 

Beispiele: 

1. Inhalt des Körpers, der von den beiden Cylindem 

y* = x(2a — x), z* = 4ax, 

der zx- und der xy-Ebene begrenzt wird. 

Man erhält 

y = l/x(2a--x), z = 2}^ 

/»2a /»2a 

V= 2yax»(2a— x)dx = 2l^a x|/2i^"xdx. 



il6 Anwendung der Integralrechnung. 

Setzt man nun 



V2a — x = t, x = 2a — t*, dx = — -2tdt, 




/■ 



Fig. 60. 
SO ergiebt sich nach § 13, b. 3 

x}^ir=Tdx = -|-V(2a — x)»— yay(2a — x)», 

daher wt y— |^aY2: 

2. Der Eauminhalt, der von den beiden parabo- 
lischen Cylinderflächen 

z" = ax, y' = bx, 
der Ebene x = x und der zx-Ebene erzeugt wird, 

C— -X* 1 

V = J yax/bxdx=l^ab-ö- =-ö-xyz. 



3. Den Rauminhalt zu bestimmen, der von der 
Ebene z = xtga, der Oylinderfläche x' + y' = a*, der 
xy- und zx-Ebene begrenzt wird. 



daher 



Es ist y = f=l^a* — x', z==^ = xtga> 
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o 

3 



= -Q-*'*8**' 




Fig. 51. 

4. Man berechne den Hauminbalty der von den 
Cylinderflächen 

und der zx-Ebene begrenzt wird. 




Man erhält 



Flg. 62. 



V = Jva"-x'ySr=?-dx=J(a-xg^5^^le 



118 Anwendung der Integralrechnung. 

= |^a'y2--^a»I(3+2/2). 

5. Den Rauminhalt zu berechnen, der von den 
beiden Cylinderflächen 



z = ya*— ?, y = Va» — X« 
und den drei Koordinatenebenen begrenzt ist. 



Es ist 




Flg. 53. 



-i-V = Jyzdx=J(a« — x»)dx 



= -ö- a'*, somit 

3 Digitizedby Google 
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§ 36. Oberflächenberectanang (Komplanatioii) ron 
Rotationskörpern* 

In der xy-Ebene liege die Kurve y = f(x). "Wird 
dieselbe um die x-Axe gedreht , so beschreibt irgend 
ein Punkt P derselben einen Kreis vom Hadius y ^f (x), 
dessen Umfang 

2;ry = 2/rf(x) 

ist. Die Sehne PP' = ds, welche den Punkt P mit 




Flg. 64. 
dem benachbarten Punkt P' verbindet, beschreibt hiebei 
eine reifförmige Fläche, deren Inhalt 

dU = 2;ryds^2;rf(x)ds (1) 

ist. Hieraus ergiebt sich aber durch Integration als 
Oberfläche des TJmdrehungskörpers , den der Kurven- 
bogen BA. zwischen den Punkten B und A mit den 
Abscissen b und a beschreibt: 

U = 2;f J yds = 2;f J f(x)d8. 
b b 

Nun ist bekanntlich ds = ^1 + y'* dx , 
diese Oberfläche auch angegeben durch 



(2) 
daher ist 



[I = 2»J f(x: 



;)yi+y'»dx. 



(3) 

y Google 
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Satzs Der Kurvenbogen AB zwischen 
den Ebenen x^a und x = b beschreibt bei 
der Drehung um die x-Axe eine Rotations- 
fläche,.deren Oberfläche durch dasbestimmte 
Integral (3) angegeben ist. 
Beispiele. 
.1. Oberfläche der Halbkugel, erzeugt durck 
Drehung eines Viertel kreises um die x-Axe. 

Es sei x' + y" = a* die Ciieichung eines Kreises 
vom Radius a, dann ist 

U = 2;rJ yds = 2;r J Ka* — xMs- 
*o 

Nun ist ds = ,/ ^ A , daher 
ya" — x* 

U = 2;rJ adx = 2;ra». 



Die Oberfläche der ganzen Kugel ist daher, wie 
bekannt, = 2 Ü = 4^ a*. 

2. Rotationsoberfläche der Siuuslinie y = 8inx 

IJ^ = Ö;rJyds. 
u 
Es ist y ' = cos x, ds = l^l + co8*xdx, daher 

XJx==2/r J sin x V 1 + cos' x dx = — 2^ j )/l + co8*xdcosx 

ü 

= — 2;r < cos X yi + cö^x + "ö-l (cos x + I^l+C08*x) i^ 

Ein Abschnitt der Sinuslinie beschreibt somit bei 
der Drehung um die x-Axe die OJ^gy§|§]l|fOyit: 
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+ 2^1^^+4-1(1 + 1^2}} 

= 4/rl/2; 

3. Fläche erzeugt durch Drehung der Parabel 
y* = 2px um die x-Axe. 

Es ist 

somit 

r 2x Q 

4. Rotationsfläche der Asteroide x*+y®=a*. 
Man erhält 





6 



»a*; 



somit n ^^ t ^ A t 

= — ;.a«=-.4;ra«. 

5. Für die Cydoide x = a (y — sin y), y = a (1 — cos 9) 
ergiebt sich dx = a(l — cos 9), dy = + asiny, 
sin^ 9 

somit ist 

XJ = 2;f yds=16»a« sin» 2 2 i 
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16 . w I fp\ 

Für q> = 2n folgt hieraus als Oberfläche eines rotie- 
renden geschlossenen Cycloidenabschnitts 
TT ^2,8., 

§ 37. Oberfläche yon Cylinderflächen. 

1. Gegeben seien die beiden Cylinderflächen 
y = f(x) und z=y(x), 
die sich nach der Eaumkurve PQ durchdringen. 

Man suche den Inhalt der Scheitelfläche PCDQ 
und der Stirnfläche PABQ zu ermitteln. 

Hat Punkt T die Koordinaten xyz, so darf der 
Flächenstreifen TS bis auf eine unendlich kleine Grösse 
höherer Ordnung mit einem Rechteck von der Breite 
ds = l^dx* + dz" und der Länge y verwechselt werden, 
daher ist näherungsweise das Element der Cylinder- 
fläche PCDQ 




A ^ 



Fig. 65. 



dUzx = yds = yl/i + /-^j"dx. (1) 
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Ebenso ergiebt sich als Element der Cylinderfläche 

d-Uy, = zd8 = z|/i + (-g-)dx; (2) 

somit ist a 

Scheitelfläche PCDQ = Uz, = J y l/l + (-^)' dx 

= Jfx)l/r+7'dx; (3) 

X 

Ja 
z|/l + (-^)dx 

= Jy(x))/r+F-dx. (4) 

X 

Satz; Die Oberfläche der Cylinderfläche 
PCDQ, bezw. PABQ ist angegeben durch 
das bestimmte Integral (3) bezw. 4. 

2. Ist an Stelle der Cylinderfläche z = <p{x) die 
allgemeinere Fläche z = F(xy) gegeben, welche die 
Cylinderfläche nach der Kurve PQ schneiden möge, so 
ist die Oberfläche PAB A = U des letzten Cylinders 
dargestellt durch : 

IJ= rzds= rF(xyyi + f'»dx oder 

U = jF(x,f)Vl+Fdx. (5) 

X 

Beispiele: 
1. Rauminhalt, Stirn- und Scheitelfläche der Durch- 
dringung der beiden Cylinder zu berechnen: 

'* ' DigitizedbyVjOOQlc 
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a) Der Banminhalt ist nach § 35 

V = J yzdx=J I^I^Kax— x-dx 



=2jxi/?:r 



axdx = y^a'. 




Flg. 66. 



ß) Stirnfläche 



= Jzd8 



,/ i , a — 2x , adx 

y=yax — x', y^= ,j^,^ , , ^8 = 5^7^- — ^^somit 



Stirnfläche 



2yax — x' 

i ^^ 



Bomit 



2yax — X» 

=ayirr^^^=a|/rrliL==2a'. 

•jyax — x" •iVa — X 

y) Scheitelfläche = j yde^ 
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Ucheitelfläche 



' 





2. Darolidringung von Kreiscylinder and Kugel 
y = Vax— x', z = Va* — x' — j*—ya.* — ax. 
Man erhält 

a — 2x . adx 



r=z 



ds=j 




Flg. 67. 

somit ist Cylinderfläche POA (Fig. 57) 
r,=J zd8 = -|-J Va'-ax, _^, 



.ayr 
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3. Durchdringung der Cylinderfläche y'=ax- 
mit der Kegelfläche 

a" c" 

Man erhält wie in Nr. 2 : , 

/ 5- , adx 

y = Kax — x', d8 = 



■2yax — X* 

und somit für die ganze Oberfläche des Cylinders zwi- 
schen xy-Ebene und Kegelfläche 

«a -»a 



2lJ = 2j zd8 = 2j -i-V^^ 



adx 



2Vax- 

Ia 
= 2ac. 


§ 38. Rektifikation yon Ranrnkarren. 
Eine Raumkurve kann als Durchdringungskurve 
zweier Flächen , z. B. zweier zu den Koordinaten- 
ebenen senkrechten Cylinderflächen betrachtet werden, 
dann hat sie die Gleichungen 

x = x, y = f(x), z = g(x). (1) 

Sind die Koordinaten eines Punktes im Raum als 
Funktionen eines Parameters t ausgedrückt, so ist die 
Raumkurve auch dargestellt durch 

x = 9(t), 7 = ^^^, z = x(t). (2) 

Sind alsdann P und P' zwei benachbarte Punkte 
derselben mit den Koordinaten xyz ; x-f-Ax, y + Ay> 
z + A z, so ist deren Entfernung angegeben durch 
A s = VAx»+Ay"+Az*. (2) 

Rücken die beiden Punkte P und P' unendlich 
nahe zusammen, so ergiebt sich hieraus als Linien- 
element der Raumkurve ^ . 
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(3) 




oder aach 



Fig. 68. 



Hmn^hi^]'^^ <^) 



Durch Integration folgt endlich hieraas als Länge 
des Kurvenbogens zwischen zwei Punkten P und Q 



mit den Abscissen x^ und x 



8=J j^i-f f' + g'" dx oder 

Xo 

}9'"+V^'"+rdt. 

Xo=9'(to). 



(4) 
(6) 



Beispiele: 
1. Die Schraubenlinie (Fig. 59) hat die Gleichungen 



daher ist 
somit 



x = rcost, y = r8int, z = -^c— t, 

h 
x' = — rsmt, y' = rcost, z' = -^, 
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-if 



4»' 



'=J l'r» + ^dt=2^l'4»''+l»'t. 




Fig. 69. 

2. Die im vorigen §, Aufgabe 2, auftretende sphä- 
rische Kurve hat in Polarkoordinaten die Gleichungen 

x = -2-(l + cosy), y=-2-siny, z = acos-|-. 

Hieraus folgt 

/ a . a a . qp 

x' = — g-smy, y' = -^cosy, z' = — — sin-|-. 

Der Bogen AP (Fig. 57) hat alsdann die Länge 

J^ /%^ 

)/l4-x'» + y'' + z^dy=J j/^+^8in»|-d,. 

~T«| l/l+8in-|^49>. 
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•=Tl^J)/i-4-«-l<i^. 



Das Integral ist eia elliptisches und kann auf die 
Form gebracht werden 



welche eine Berechnung durch Heihenentwicklung ge- 
stattet. 

3. Die Länge der Schnittkurve der beiden Flächen 

2x» _x^ 
y"~3a»' ^^ a 
vom Ursprung bis zum Punkt P (x y z) zu berechnen. 
Man erhält 

,^2x' ^^_2^ 
^ a* ' a 

und daher nach Formel (3) 

Durch Integration folgt hieraus 



Vni. Abschnitt. 

ADwendan^ der Integralrechnung: anf die Statik. 

§ 39. Momente eines Punktsystems« 

Erklärung. Hat ein materieller Punkt Pi, in 

welchem wir uns die Masse mi vereinigt denken können, 

von einer festen Geraden g die Entfernung pi, so heisst 

das Produkt Mr = Pimi, (1) 

Janker, Höhere Analysls. IL oigitized by Googl(t 
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das «Moment r^®' Ordnung'' der Masse mi in Be- 
sng auf die Gerade gi. 



♦TFI^I •'"'2 j 


\Pt \P3 \P2 \Pi 


\PS i 


1 

\Ps 


ms , 


P? mg 


'"' Ä, 


Flg 60. 





Sind eine Eeihe von Punkten Pj P, . , , Pn mit den 
Massen m^, m„ . . . mn gegeben, die von g die Ent- 
fernungen Pi p, . . . pn haben sollen, so heisst ebenso 
l=r r r r r 

Mr = ^£^pimi=m,p,+m,p, + ... + mnPii (2) 

das ,,Moment r*®'^ Ordnung des Punkt- 
systems Pj,P, ...Pn'' in Bezug auf die „Moment* 
axe** g. 

Für r=0 geht die Gleichung (1) über in 
\=n 
M^= -^ mi=mj+m, + ... + nin, (3) 

Issl 

das heisst in die der Gesamtsumme des Massen- 
systems mi. 

Für r = l heisst 
1=11 
^~l- Pimi==Pimi+P,mg + ..- + Pnnin (4) 

das statische Moment des Punktsystems 
Pj^Pg...P]i in Bezug auf die Momentaxe g, 
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Wählt man p so, dass 

pJI?mi=2^pimi oder 

(6) 



mi^J^pimi oder \ 



ist, so heisst pM, = p^mi das statische Moment 

des Schwerpunkts. 

Für r=2 heisst 

t I t I 

M, = ^pimi = p,mj+p,m, + ...+pnmn (fi) 

das „Trägheitsmoment** des Massensystems in Be- 
zug auf die nTrägheitsaxe** g. 

Denkt man sich die Massen m^ m, . . . mn nicht in 
einzelnen Punkten der Ebene liegend, sondern auf 
einer Kurve, einer Fläche oder auch im Baum stetig 
verteilt, so treten an Stelle der Summenformeln (2) bis (6) 
Integrale, wie die folgenden Paragraphe zeigen werden. 

§ 40. Schwerpunkt ron krummen Linien* 

1. Nehmen wir an, irgend eine Masse sei auf einer 
Kurve stetig verteilt und die Dichte der Belegung sei 
konstant und gleich ^, so ist ^ds die Masse, Welche 
längs des Kurvenelements ds verteilt ist. Die statischen 
Momente dieser Masse in Bezug auf die beiden Koor- 
dinatenazen sind alsdann 

^yds bezw. ^zds« 

Durch Integration ergeben sich hieraus die sta- 
tischen Momente des ganzen Kurvenbogens zwischen 
den Punkten P und Q mit den Abscissen a und b 

J ^yds bezw. J ^xds. (1) 

Digitized by LjOOQ IC 



132 Ahwendnng der Integralrechnung. 

Erklärung. Der Schwerpunkts eines Gebildes 
ist deijenige Punkt, in welchem roan sich die Masse 




a 

Fig. 61. 

des ganzen Gebildes vereinigt denken kann. Hat der- 
selbe die Koordinaten ^^, so sind 



Ja /«a 

q ds bezw. | I ^ ds 



iy 1 ^ US bezw. I I ^ ds (2) 

b b 

die statischen Momente des Schwerpunkts des Bogens 
PQ in Bezug auf die x-Axe bezw. y-Axe. Da nun 
im Falle des Gleichgewichts die entsprechenden Momente 
von (1) und (2) einander gleich sein müssen, so ist 
i?J^ds = J^yds, |X^ds = X^xds oder 

»a 



Jzds 

_b 

Ja > ^ /,a 

dB Jds 



Jyds 
b 



(3) 



womit die Schwerpunktskoordinaten des Bogens PQ 
bestimmt sind. 

Satz: Die Schwerpunktskoordinaten eines 
Kurvenbogens zwischen den PunktenP und 
Q mit den Abscissen a und b sind dargestellt 
durch die Ausdrücke (ö). 
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2. Ist die Qleichang der Kurve in Polarkoordi- 
naten gegeben T = i{q>)f so ist ^dsrsin^ das Moment 
des Elements ds in Bezug auf die Polaraxe x und 
ebenso ^dsrcos^ das Moment desselben in Bezug auf 
die y-Axe. Das Moment des ganzen Bogens in Bezug 
auf die Polaraxe bezw. y-Axe ist daher 

Ja /•a 

dar Bin q>, bezw. ^ J dsrcos^). 
ß ß 

Sind I, fj die Koordinaten des Schwerpunkts des 
Bogens PQ^ so berechnen sich dieselben aus 

r^— v7-y> 




Fig. SS. 



r 

J roo8 9>dB 
ß 



f' 



Bin<p 



da 



.— *» 



Jds 

fl 



Jds 



des Schwer« 



Die zugehörigen Polarkoordinaten 
punkts sind alsdann angegeben durch 

1. Für den Schwerpunkt des Yiertelskreisbogens 
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Jxds Jyds 



£=n- 



2a 





2. Für den Schwerpunkt des Asteroidenbogens er- 
hält man mit Beräcksichtigang von § 29 Beispiel 1 




Jxds Jyds 



|=<j=»- 



2" 



rxd8=rxayx-Tdx = a» J X» dx = -|-a*; 

aomit ist 

. 3,3 2 

| = ,= _a«:-^a=-g-a, 

3. Die Koordinaten des Schwerpunkts des Bogens 
der Kurre (Fig. 32) 

9ay*=x(x— 3a)" 
Tom Ursprung bis zum Punkt mit der Abscisse x zu 
berechnen« 
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xdB= U'+A* dx=^a »x'+^a^x» 
•; i 2yax 5 3 




daher ist 



Flg. SS. 



x(3x+5a) 



. '=!)/? 



x' — 3ax~9a' 
x+3a 



5(x+3a) 
Für x = 3a folgt hieraas 

f = i-a, V ^YB. 

4. Für den Schwerpunkt des Bogens der Cydoide 
x = a(?>--siny), y = a(l — oosy) 
erhalten wir 

xds J yds 

^ nSsr 

5 = ^9Jt =—?: = ^a, ^^ 



da 



8a 



J2» 
d. 



= -K-a*:8a="gpa. 
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§ 41. Schwerpunkt Ton ebenen Figuren, 
a) Denkt man sich die Fläche PABQ durch 
Parallelen zur y-Axe in Streifen von der Breite dx 
geteilt, so ist der Inhalt eines solchen bis auf eine un- 
endlich kleine Qrösse zweiter Ordnung durch das Pro- 

P 

y 
Q 



-^ 



^ B cU A 

(L 

Flg. 64. 

dukt ydx angegeben. Ist die Dichte der Flächen- 
belegung konstant und gleich ^, so ist ^ydx dessen 
Masse und sind 

y 

— . ^ydx bezw. x.(>ydx 

die Massenmomente jenes Streifens in Bezug auf die 
x-Axe, bezw. y-Axe. Die Massenmomeute der ganzen 
Fläche in Bezug auf diese Axen sind daher angegeben 
durch 

1 C C 

"^ J cy'dx bezw. J (jxydx. 

b b 

Sind daher | und 17 die Koordinaten des Schwer- 
punkts der Fläche PABQ, so gelten die Gleichungen 
Ja /»a /»a /»a 

(»ydx = -2-J ^y'dx, ij (»ydx=J (>xydx, 

b b bDigitizedby^^UibyH^ 
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woraus folgt 

Jxydx Jy"^^ 



(.) 



Jydx Jydx 

b b 

Satz: Die Koordinaten des Schwerpunkts 
der FlächePABQ sind angegeben durch die 
Gleichungen (1). 

b) Ist T = t(V) die Gleichung einer Kurve in Polar- 
koordinaten, so hat der Schwerpunkt des unendlich 
kleinen Flächenstücks OPP' zwischen den Badien 

r = f (y) und r + dr = f (y + dgp) vom Inhalt -jr- r' dq> vom 

2 
Pol die Entfernung -^r und daher von der Polar- 

2 
axe die Entfernung -h" r sin tp. Das Massenmoment des 

Flächenstücks OPP' in Bezug auf diese Axe ist daher 

1 .^ 2 . 1 . . j 

— r* dy ^ -o- r sin y = -^ ^ r' sm y a<p. 






Fig. «5. 

Die ganze Fläche AOB zwischen den Azimuten 
a und ß hat somit in Bezug auf die Axe das Moment 
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ß 
Ist daher p die Entfernung des Schwerpunkts der 
Fläche AOB von der Polaraxe, so ist 

Ja /»a 

r»sinydy = p|-Jr"dy, 

^ ß ß 

woraus sich p berechnet 



iP 



. r'sin^df) 



p=_f (2) 

1 r 



2 

ß 

Das Azimut ^ des Schwerpunkts der Fläche AOB 
bestimmt sich aus der Bedingung, dass die beiden 
Flächen AOG und COB gleich sein müssen: 

Jrf, /.a 

rMy=Jr'dg,. (3) 

ß f 

Ist alsdann B der Badinsvektor des Schwerpunkts, 

•o«t n=-J-. (4) 

Satz: In Polarkoordinaten berechnen sich 
die Elemente p, ^, B des Schwerpunkts der 
Fläche AOB aus (2), (3) und (4). 

Beispiele: 
1. Schwerpunkt der Fläche der Parabel y' == 2 p x. 
Man erhält 
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JxyJ^dx J2pxdx 
_o 3 ___?! 

Jy2pxdx Jy2pxdx 





2. Für den Schwerpunkt des Kreisquadranten 
x'+y" = a" erhält man nach Formel (2) 



1 C- 

-^ j ^ a' sin ^ dq> 



'i=^V = V 



4a 



tP^'^^ 



3»' 




Flg. 66. 

3. Den Schwerpunkt der Cycloidenfläche zu be- 
stimmen. 

Es ist 

x==a(<p — 8in9>), y = a(l — cosy), 

daher dx= a (1 — cos q>) d9, dy = — a sin 9> d^ und 

J xydx a' | (y — sin y) (1 — cos y)" d9 

f = =—^ 

r r 

J y dx a" I (1 — cos q>yd<p 
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1 r 1 r*" 

-yj y' dx -g-a» J (l-oosy)»(l+co8y)d<p 



I ydx a" j (1 — cosy)'d9) 





= T^*' 5 



3^a» 



= -;r^a. 



§ 42. Schwerpunkt einer beliebigen Fignr. 

Es sei der Schwerpunkt der Fläche U gesucht, 
die von den beiden Kurven y = f(x) und y = y(x), so- 
wie den beiden zur x-Axe senkrechten Oeraden x = a 
und x = b begrenzt wird. 

Man erhält als Flächeninhalt 

U=/{f(x)-»(x)}dx • (1) 

b 

und als Moment in Bezug auf die j-Axe nach § 41 

My=/ {f(x)-y(x)}dx. (2) 

b 

Um das Moment in Bezug auf die x-Axe zu berech- 
nen, ist zu bemerken, dass das Bechteck [f(x) — 9>(x)]dx 
an Stelle des elementaren Flächenstreifens zwischen den 
Ordinaten der Absoissen x und x + dx gesetzt werden 
darf und dieses E.echteck die Schwerpunktsordinate 

besitzt — [f(x) + 9 (x)]; daher ist 

Mx=J l-{f(x) + y(x)}^(x)-9>(x)}dx oder 



b 2 
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(3) 



Es ergeben sich somit als Schwerponktskoordinateo 
My __ Mx 



i=- 



W 








\ 'M-^\((Jeß 



Fig. 67. 

Satz: Die Schwerpunktskoordinaten der 
Fläohe, welche von den beiden Kurv eny=f(x), 
y = y(x) und den beiden Parallelen zury-Axe 
x = b und x = a begrenzt wird,, sind angegeben 
durch die bestimmten Integrale (4). 

Beispiele: 
1. Die beiden Parabeln y' = 2 p x und x' = 2 p y oder 

, , X» 

y=y2px = f und y= 2^ = 5f> 

schneiden sich im Punkt P mit den Koordinaten 
x = y = 2p. Gesucht ist der Schwerpunkt des (linsen- 
förmigen) gemeinschaftlichen Flächenstücks beider Kur- 
ven. Man erhält 



"=-[K'-i}^'-T 



(nach 1) 
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(nach 3) 
(nach 2) 



daher ist 



f=^ = "Tj 



My _^_^ 3 4 , 




X'V'föP 

Fig 68. 

2. Dem Schwerpunkt der halben gemeinschaft- 



lichen Fläche AOP der beiden Kreise f=y = ya' — x* 
und y = y = a — }'a' — x* zu bestimmen. 

A 




Fig. 69. 

Man erhält nach yorstehenden Formeln 
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^ 

Daher ist 

__ My 5a __ Mx __ a 

^"■"Tr"" 214^ — 3^3)' ''""*Tr"T* 

§ 43. Schwerpunkt Ton räumlichen Gebilden. 

Schneiden die Ebenen x=:x nnd x-f-dx aus der 
Fläche f eine Scheibe vom Inhalt Udx aus, dann ist 

xTJdx das Moment dieser Scheibe in Bezug auf die 

a 

yz-Ebene und J x U dx die Summe der Momente sämt- 

b 
lieber Scheiben von x = b bis x = a oder das Moment 

des ganzen Körpers in Bezug auf die yz-Ebene. Ist 
daher S die Schwerpunktsabscisse des Körpers, so muss 
a a 

|/Udx=/xTJdx 

sein, woraus sich ergiebt 

/xUdx 
S-K (1) 

("^ 

Satz: Die Schwerpunktsabscisse | eines 
räumlichen Qebildes ist ausgedrückt durch 
das bestimmte Integral (1). 
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Dreht sich beispielsweise die ebene Kurve z = f (x) 
in der zx-Ebene um die x-Axe, so beschreibt sie einen 
Rotationskörper, für welchen TI = ;rz* = »f*(x) ist. 

Der Schwerpunkt desselben hat von d6r yz-Ebene 
die Entfernung 



7xf*(x)dx 
|f(x)dx 



(2) 



Beispiel : 
1. In § 33y Beispiel 1, ist für das Paraboloid 

^ b« ^ c« 

U==;rbcx, daher hat der Schwerpunkt desselben von 

der yz-Ebene die Entfernung 

a 8 

;rbc/"x»dx II^ 



1 = 



3 



7 
p bo / X dx "^ 



2^ 
3 




Flg. 41. 

2. Die schleifenförmige Kurve a*y" = x*(a' — x*) 
erzeugt bei der Drehung um die x-Axe einen Botations- 
körper, dessen Schwerpunkt von der yz>Ebene die Ent- 
fernung hat 
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/y'dx /(a*x' — x*)dx 



^T"- 



§ 44. Erste Guldinische Regel. 

Gegeben sei die Kurve y = f(x) in der xy-Ebene. 
Dreht sich dieselbe um die x-Axe, so beschreibt bei- 
spielsweise der Punkt P mit der Ordinate y einen 
Kreis, dessen Inhalt 

TJ = ;ry^ = ;rf«(x) (1) 

ist. Der Inhalt des auf diese Weise erzeugten Rotations- 
körpers zwischen den Ebenen x:=b und x = a ist als- 
dann nach § 34 



Ja /»a x»a 

h h K ^ 



b b 

1 * 

Nun ist nach § 39 -^/y'< 



(2) 



' dx das Moment der 

Fläche DABO in Bezug auf die x-Axe. Ist daher i? 
die Ordinate des Schwerpunkts dieser Figur (Meridian- 

C 




Fig. 70. 

fläche genannt), deren Inhalt F sei, so ist nach § 39 
i?P = Mx = -^Jy'dx, 



Janker, Höhere Analysis. II . 



(3) 
y Google 



146 Anwendung der Integralrechnung 

daher ist 

V = 2;rJ ^dx = 2;rMx = 27r^F, (4) 

b ^ 
d. h. es gilt der 

Satz: Der Kauininhalt eines E;Otations- 
körpers, der durch Drehung einer Figur 
— Meridianfigur — um eine in ihrer Ebene 
liegende Axe erzeugt wird, ist gleich dem In- 




Fig. 71. 
halt dieser Figur (hier DABO) multipliziert 
mit dem Weg 2/r«?, den ihr Schwerpunkt bei 
der Drehung beschreibt. 

Dieser Satz heisst „die erste Guldinische 
Regel" und gilt für jede beliebige Figur, welche Um- 
grenzung dieselbe auch haben möge. 

Sind in Formel (4) V und F bekannt, so läast 
sich hieraus die Ordinate ij des Schwerpunkts der 
Meridianfigur berechnen : 

^=2^- (3) 

In vielen Fällen ist diese Art der Ermittlung des 

Schwerpunkts ebener Figuren sehr einfach. Siehe 

Beispiel 4. -r. . . i 

Beispiele: 

1. Ist die Meridianfigur ein gleichseitiges Dreieck 
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von der Seite a, das um eine Seite gedreht werde^ so ist 

a* — a 

F = — V3, fi^ — ys, daher 

V=^a3. 



A 


k 


a 





I) 



Flg. 72. 



B b C 

Fig. 78. 



2. Rauminhalt des von dem Rechteck ABCD bei 
der Drehung um die Seite BC = b beschriebenen 



Wulstes 



V=ab.2»-^ = ^a'b. 



3. Bei der Drehung um die Bahnlinie beschreibt 
nach § 34 ein Zweig der Cykloide 

x = a(y — siny), y = a(l — cosy) 
eine Rotationsfläche vom Inhalt 

V = »/y*dx=;ia'/(l— cosy)'dy 



»TT 

= 1 6 ;f a«/sin« -|- d -|- = 5 ;r« a«. 

Nun ist nach § 41^ 3 die Schwerpunktsordinate des 
5 
gedrehten Zweigs 17 = -^ a und dessen Flächeninhalt 

nach § 27,jo U27r = 3;jpa'; daher ist auch nach der 



Guldinischen Regel 



Digitized by VjOOy iC 



148 



Anwendang der Integralrechnung. 



V=2»i7.Ux = 2^.-^a.3»a* = 5»'a» 



4. Dreht sich ein Halbkreis vom Inhalt TT = 



2 



um seinen Durchmesser^ so beschreibt er eine Kugel- 

4 
fläohe vom Inhalt V = -^ ;r a', daher ist nach Formel (3) 

die Entfernung des Schwerpunkts der Halbkreisfläche 
vom zugehörigen Durchmesser 

_ V ^ 4a 

5. Ebenso ist für den Kreisquadranten (Fig. 66) 
2 



._ _ V __ 



T^* 



2n.- 



n a' 



4a 



§ 45. Zweite Onldinische BegeL 
Nach § 36 beschreibt der Zweig AB der Kurve 
y = f (x) bei der Drehung um die x-Axe einen Rotations- 




Fig. 54. 

körper, dessen Oberfläche angegeben ist durch 

= 2 /y 8. (1) 
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Nun ist nach § 40 yds das Moment des Elements 

a 
ds in Bezug auf die x-Axe. Das Integral /yds giebt 

b 
die Summe aller dieser Momente von x = b bis x = a 

a 
an, die nach § 40 gleich ^ j ds ist, wo fj die Schwer- 

b 

a 

punktsordinate des Bogens AB und / ds = s die Länge 

desselben bezeichnet. Es ist daher 
a a 

= 2^ /yds = 2n:i7y"ds oder = 2»i7S, (2) 

b b 





Flg. 74. Fig. 76. 

d. h. die bei der Drehung um die x-Axe von dem 
Bogen AB beschriebene Fläche ist gleich der Länge s 
dieses Bogens mal dem Weg seines Schwerpunkts. 

Dieser Satz gilt stets, ob der Bogen AB eine ge- 
schlossene Figur darstellt oder nicht, ob er gesetz- 
mässig krummlinig oder unregelmässig gestaltet ist. 
Er repräsentiert die zweite Guldinische Regel: 

Eine geschlossene ebene Kurve beschreibt 
bei der Drehung um eine ausserhalb des TJm- 
fangs in ihrer Ebene liegende Aze einen 
Flächeninhalt gleich 2 7rmal dem Mo^^gt ^er 
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Ku^ve in Beziehung auf die Drehaxe oder 
gleich dem Produkt aus Umfang der Meridian- 
figur und Weg ihres ümfangschwerpunkts. 
Aus Formel (2) folgt 



Die zweite Guldinische Kegel kann also auch 
analog der ersten zu Schwerpunktsbestimmungen von 
Kurvenbögen benützt werden. Siehe Beispiel 3 und 4. 

Beispiel: 

1. In § 40 ergaben sich als Koordinaten des 

2a 
Schwerpunkts des Viertelkreisbogens f=f?= — . Da 

dessen Länge s = — a ist, so beschreibt derselbe bei 
der Drehung um eine Axe die Fläche 

= 2;jpi?s = 2;jpfs = 27r. — •-^a = 2;ra«, 

7t J 

was bekanntlich der Flächeninhalt einer Halbkugel ist. 

2. Für den Cycloidenbogen ist nach § 27j^ bezw. 

§40 

4 
ö = 8 a bezw. f = ;r a, 17 = -^ a. 

Eine Schleife der Cycloide beschreibt daher bei 
der Drehung um die Scheiteltangente, bezw. die Bahn, 
linie einen Rotationskörper, dessen Oberfläche angegeben 
ist durch 

64 
= 2;rf.S = 16»*a*, bezw. = 2nfi^= — n^*. 

3. Dreht sich ein Halbkreis vom B;adius a und der 
Länge s = ;ra um seinen Durchmesser, so beschreibt 
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er eine Kugel, deren Oberfläche 0=:4a^ ist. Der 
Schwerpunkt des Halbkreisbogens hat daher vom Durch- 
messer die Entfernung 

__ q__2a 



Flg. 76. 

4. Dreht sich ein Kreisquadrant um einen Halb- 
messer, so beschreibt der zugehörige Bogen von der 

71 

Länge s =-^ a eine Halbkugel, deren Oberfläche 

0=:2^a* ist. Der Schwerpunkt S eines Viertelkreis- 
bogens hat daher von den beiden äusseren Halbmessern 
die Entfernungen (vergl. § 40 No. 1) 

2a 



IX. Abschnitt. 

Das Doppelintegral and seine Anwendung. 
§ 46. Das anbestimmte DoppelintegrraL 
1. Wie man eine Funktion x = F (x) zwei- oder 
mehrfach nach x ableiten kann und dabei erhält 

i|- = y' = F'(x), -|^ = y" = F"(x) = f(x), 

30 ergiebt sich auch umgekehrt durch Integration 
4|- = y' = ;F"(x)(ix+C,=/f(x)dx + C, 
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und hieraus durch weitere Integration 
y = j{jP-(x)dx + C,}dx+C. 
= nf(x)dxdx+C,x + C, = F(x, C„ C,), 
wo Cj und Cj die Integrationskonstanten bezeichnen, 
die zunächst beliebig gewählt werden können. 

Erklärung. Unter dem zweifachen Integral des 
Differentials f(x)dxdx versteht man eine Funktion 
F(x, CpCj) von X, welche zweimal nach x abgeleitet 
f(x)giebt 

d'F 

dx' ^ ' 
2. Enthält die Funktion f (xy) zwei Veränder- 
liche X und y, die unabhängig voneinander sein sollen, 
so versteht man unter dem zweifachen Integral 

V = /;f(xy)dxdy = F(xy) 
eine Funktion F (x y), welche nach x und y abgeleitet 
f(xy) liefert 

Hieraus folgt beispielsweise 

4^ = /f(xy)dy, 

WO rechts dy an Stelle von dj gesetzt ist. Erhält man 
bei der Ausführung dieses Integrals, wobei x als Kon- 
stante anzusehen ist, 

4^=Jf(xy)dy = G(xy) + g(x), 

WO g(x) eine willkürliche Funktion von x allein oder 
eine Konstante sein kann, so folgt hieraus durch weitere 
Integration 
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F = JJf(xy)dxdy = JÖ(xy)dx + Jg(x)dx + v^(y), 
wo bei der Integration y als konstant anzusehen ist und 
i/;(y) von y allein abhängt oder eine Konstante be- 
deutet. Führt das Integral J*G(xy)dx auf H(xy) und 
Jg(x)dx auf 9>(x), so ist das unbestimmte Doppel- 
integral allgemein dargestellt durch 

F(xy) = j{;f(xy)dy}dx = H(xy)+v(x) + V.(y). 
Dasselbe enthält demnach an Stelle der Konstanten 
zwei willkürliche Funktionen 9>(x) und yf{j)' 

§ 47. Das bestimmte Doppelintegral und seine 
geometrische Bedeutung. 

In der xy-Ebene liege ein Viereck ABCD, dessen 
Seiten durch x = x, x=^a, y = y, y = b bestimmt sind. 

Alsdann sei z = f(xy) eine Funktion von x und y^ 
welche für alle Punkte jenes Vierecks, sowie im Innern 
desselben eindeutig und stetig ist. 

P ^^ 




Fig. 77. 

Es soll der Kauminhalt V bestimmt werden, der 
von der Fläche z = f(xy), den Ebenen x = x, x = a; 
y = y, y = b und der xy-Ebene begrenzt ist. 
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Teilt man AD = a — x in m gleiche Teile von der 

Länge A x = und ebenso AB = b — y in n gleiche 

b — y 
Teile von der Länge A y = und legt durch die 

Teilpunkte Ebenen parallel zur yz-Ebene, bezw. parallel 
zur zx-Ebene, so wird der Kaum V in mn Säulcben 
zerschnitten, welche näherungsweise als Prismen von 
der Grundfläche 

a — X b — y 
AxAy=— — .-— ^ 

" m n 

und den Höhen 

zkh = f(x4-kAx, y+hAy), 
wo k = 0, 1, ..., m — 1, h = 0, 1, ..., n — 1 ist, be- 
trachtet werden können. Durch Addition dieser mn 
Prismen ergiebt sich für V näherungsweise der Ausdruck 

Vmn = AxAy{f(xy) + f(x + Ax,y) + f(x,y + Ay) 
+ f(x+2Ax,y) + f(x + Ax, y + Ay) 
+ f(x,y+2Ay)} + ... 
+ f{x + (m-l)Ax, y} + ... 

+ f{x, y + (n-l)Ay}, 
der dem wahren Wert V um so näher kommt ^ je 
grösser m und n gewählt werden. Beim TJebergang 
zur Grenze ist 

lim Vmn = V. (2) 

m = OD, n = « 

Um diesen Grenzwert zu erhalten, entwickle man 

in (1) jede der Funktionen f(x + kAx, y+h Ay) nach 

Potenzen und Produkten von Ax und Ay und setze 

a — X b — y 

Ax=— -— , Ay = --— > 

m IL ^ 1 
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dann ergiebt sich auf ganz ähnliche Weise wie in § 69 
der Differentialrechnung für lim Vmn die Reihen- 
entwicklung 

limV,„n = (a-x)(b-y)|7(xy)+-2y|(a-x)|^ 

8fl 1 f d*{ 

+0'-y)äy|+3!^-'')'äP (3) 

+2(a-x)(b-y)g-^+(b-y)'^)+..J 

wodurch der Rauminhalt V ermittelt ist. 

Satz: Der Rauminhalt Y, der von der 
Fläche 2 = f(xy), den vier Ebenen x = x, x=:^a, 
y = y, y = b und der xy-Ebene begrenzt ist, 
lässt sich durch eine konvergente Potenzreihe 
von der Form (3) darstellen, deren Grenzwert 
V ist. 

Setzt man hierin x = 0^ y = 0^ so erhält man den 

Satz: Der Rauminhalt V, der von der 

Fläche z = f(xy), den Ebenen x = a und y = b 

sowie den drei Koordinatenebenen begrenzt ist, 

ist angegeben durch die Reihe 

V = ab{f(xy)+^(a^^+bf-^) (4) 

Jx = o, y = o. 
Beispiel: 
Ist z = f(xy) = Ax* + By' die Gleichung eines 
Paraboloids, welches die xy-Ebene im Ursprung be- 
rührt, so ist der Rauminhalt, der von dieser Fläche, 
den Ebenen x = a, y=b und den Koordinatenebenen 
begrenzt ist, angegeben durch 



1 / a*f d^f a'f\ 
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ab ra*f a'fl ab f ] 

Setzt man nach c = Aa* + Bb*, so ist 

^'~ 3 • 
2. Denken wir uns in z s f (x y) die Variable x =: x 
konstant, so hat in Fig. 77 die Fläche PABQ den 
Inhalt b 

U,-/f(x,y)dy. (5) 

y = y 

Legt man nun parallel zu dieser Fläche in der 

Entfernung dx eine weitere Ebene, so schneiden dieselben 

aus dem Eaum Y eine Scheibe aus, deren Rauminhalt bis 

auf eine unendlich kleine Grösse höherer Ordnung durch 



u.dx=j/f(x,y)dy|dx 



angegeben ist. Der Inhalt aller dieser Scheiben 
Uj Uj u, . . ,, die von x = x bis x = a durch Ebenen 
parallel zur yz-Ebene in der Entfernung dx vonein- 
ander gelegt werden können, ist angegeben durch das 
Doppelintegral a /^ b ^ 

V=/{/f(x,y)dy|dx, 

WO bei der letzten Integration y und b als Konstante 
angesehen werden können. 

Da man zu dem gleichen Resultat gelangen muss^ 
wenn man den Raum V durch Ebenen parallel zur zx- 
Ebene zerlegt und die erhaltenen Scheiben summiert, 
so folgt: 

Y-/{/f(xy)dy}dx==/|/f(x, y)dx|dy, (5) 
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wo bei der Integration nach x, bezw. y, dy und y, 
bezw. dx und x als konstant anzunehmen sind. 
Ergiebt sich bei der folgenden Integration 
;f(xy)dy=G(?,y)+C, 
wo X als konstant gedacht ist, so ist das bestimmte 
Integral (5) angegeben durch 

u,=/f(x,y)dy = G(x,b)-G(x,y). 
y 
Hieraus folgt weiter durch Integration nach x 

V = /{/f(x, y)dy|clx = /G(x, b)dx-/G(x, y)dx. 

Die beiden Integrale rechts sind offenbar von der- 
selben Form und können durch Yertauschung von b 
und y in einander übergeführt werden. Erhält man 

jG(x,y)dx = F(x,y)+C, 
SO ist 

/G(x,y)dx = F(a,y)-P(x,y), 

X 

und wenn man hierin b mit y vertauscht 
b 

/ G (x, b) dx = F(a, b) — F (x, b). 
y 
Das Doppelintegral Y zwischen den Grenzen a, 

X und b, y ist somit dargestellt durch 
ab 

V = // f(x, y)dxdy = F(a, b)-F(a, y)-F(x, b) 

+ F(x,y). (6) 

Die rechte Seite dieser Gleichung giebt zu er- 
kennen, dass sich das Integral nicht ändert, wenn man a 
mit X und gleichzeitig b mit y vertauscht. 
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Satz: Ein Doppelintegral bleibt seinem 
Werte nach ungeändert, wennman die oberen 
Grenzen mit den unteren vertauscht. 

Der Wert des Doppelintegrals geht jedoch in den 
entgegengesetzten über, sobald man nur die Grenzen 
eines Integrals miteinander vertauscht. 

3. Es erübrigt noch zu zeigen, dass die Entwick- 
lung (3) von Lim Vmn mit dem Doppelintegral (5) 
bezw. (6) übereinstimmt. 

Nach der Definition des Doppelintegrals ist 
__ __ ^'^ 

Hieraus folgt ^^^^' 

Entwickelt man alsdann F(x4-k, y + h) nach 
Potenzen und Produkten von k und h, ebenso F(x+k, y), 
F(x, y+h) nach Potenzen von k, bezw. h und setzt 
nachträglich k = a — x, h = b — y, so folgt: 

P(a,b) = F(xy)+(a-x)||+(b-y)|^ 

a»F "F 

a*F^ 

+(b-y)«^}+... 

-F(»,y)=_F(xy)-(a-x)|^--^(a-x)'^-... 

_F(x,b)= -F(xy)-(b-y)|^ - ^ (b-y)«^ - . .. 
F(xy)= F(xy). ' _ ' 

Nach Addition dieser Gleichungen und Berück- 
sichtigung von (7) und (7') ergiebt sich unmittelbar 
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F(a, b) — F(a, y) — F(x, b) + F(x, y) = liinVmn oder 

ab 
lim Vmn = V = /"/ f (x y) dx dy, 
xy 
womit die Uebereinstimmung der Reihenentwicklung 
(3) mit dem Wert des bestimmten Doppelintegrals (6) 
gezeigt ist. 

§ 48. Doppelintegrale mit yeränderlichen Grenzen. 
In der xy-Ebene liege eine krumme Linie, welche 
die Gleichung y = ^ (x) besitzen und die x-Axe im 
Punkte X = a, die y-Axe im Punkt y = b beschneiden 
möge. Ferner sei gegeben die Fläche z = f(xy), welche 
für alle Punkte des Kurvenbogens AB oder innerhalb 




Fig. 78. 

der Figur OAB eindeutig und endlich sei. Sodann 
werde über OAB als Basis ein senkrechter Cylinder 
konstruiert, dessen obere Begrenzungsüäche von der 
Fläche z = f (x y) gebildet werde und dessen Inhalt V 
sei. Legt man alsdann in der Entfernung OD = X eine 
Ebene parallel zur yz-Ebene, so ist der Inhalt der 
Fläche CDEF angegeben durch das Integral 
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y 

CDEF=/'f(xy)dy, 

o 

wo X als konstant zu betrachten ist. Legt man alsdann 

parallel zu dieser Ebene eine zweite Ebene in der Ent- 
fernung x + dx von der yz-Ebene, so schneiden beide 
Ebenen aus dem Raum V eine Scheibe aus, deren In- 
halt bis auf eine unendlich kleine Grösse höherer Ord- 
nung richtig angegeben ist durch 



lJx = |/f(xy)dy|dx. (1) 



Durch Summation aller derartigen Scheiben von 
X = bis X = a ergiebt sich alsdann der Inhalt V, der 

nunmehr ausgedrückt ist durch das Doppelintegral 
a,y=<)P(x) ^ 
V-/|/f(xy)dy}dx. (2) 

Legt man Ebenen parallel zur zx-Ebene, so lässt 
sich V auch berechnen durch 

b^x=V(y) X 
Y = /|/f(xy)dx}dy. (3) 

Satz: Der Eauminhalt V, der von der 
Cylinderf lache y = y(x) (oder x = ^(y), der 
xy-Ebene, derPlächez = f(xy) begrenzt wird, 
ist angegeben durch jedes der beiden Doppel- 
integrale (2) oder (3). 

Beispiele: 
1. Um den Kauminhalt eines Oktanten des drei- 
axigen EUipsoids 

x* y« z" 

zu berechnen, hat man 
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2 = f(xy) = cj/l-^-|; 

und in der xy-Ebene die Knrve 



daher ist 



y=^(x) = b|/l-^ 



bf^ 



^=-^J J y4-s)-^-^ 



dx. 



I o 

Für das innere Integral, in welchem x konstant 
anzasehen ist, erhält man den Ausdmck 






der nach Einführung der Grenzen übergeht in 



daher ist 

»bc 



V=- 



n-^} 
/(.-^)-^. 



Das Gesamtvolumen des Ellipsoids ist daher 

4 
8V=-^;fabc. 

§ 49. Tangentenebene, Normale einer Fläche. Ober- 
flächenberechnnng mit Doppelintegralen. 

1. Es sei z = f(xy) die Gleichung einer krummen 
Fläche und P (x y z) ein Punkt derselben. Dann hat 
bekanntlich eine beliebige Ebene durch denselben die 

Gleichung Oigitzedby^UUyiC 

Junker, Höhere AnalyslB. U. U 
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f-z = m(|-x) + n(iy-y), (1) 

^o I, fj^ f die laufenden Koordin^iten bezeichnen. Legt 
man nun durch P (x y z) die beiden Ebenen */ = y und 
^^x parallel zur zx-Ebene und yz-Ebene, so schneiden 
dieselben aus der Fläche f zwei ebene Kurven heraus, 
deren Tangenten die Gleichungen haben: 




'' = 9^iv-7)- 



(2) 



Flg. 79. 

dz d z 

f— z=^(^ — x) bezw. f 

Diese liegen in. der , Ebene (1), wenn die Bedin- 
gungen erfüllt sind 

dz dz 

_ = ^, _ = n. (3) 

Di^ Ebene (1) geht damit in die Tangential- 
ebene oder Tangentenebene der Fläche z = f (x y) 
im Funkt P (x y z) über und erhält die Gleichung 



?-z=p(|-x)+q^,-y^^^ 



jyi 



(4) 
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wo zur Abkürzung 

dz dz 

-^ = p und -^ = q 

gesetzt ist. ^ 

Erklärung. Jede durch den Punkt P in der 
Ebene (4) gezogene Gerade heisst Tangente der Fläche 
z = f(xy) und die Ebene (4) selbst Tangenten ebene 
oder Tangentialebene derselben 

Erklärung. Eine im Punkte P auf der Ebene (4) 
senkrechte Gerade heisst Normale der Fläche z = f (x y). 

Die Normale im Punkt P (x y z) hat die Gleichungen 

p q 1 ^ ' 

Macht dieselbe mit der xy-Ebene den Winkel y, 
so ist ■. 

2. Um die Oberfläche TJ desjenigen Teils der Fläche 
z = f (xy) zu berechnen, welches oberhalb der stark ge- 




Flg. 80. 

zeichneten Kurve y = y (x) oder x.= i/t(j) in der xy-Ebene 
liegt, teile man die letztere durch Eb(@^^^ j^^^Ujei]. zur 
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yz- und zx-Ebene in unendlich kleine Rechtecke dxdy. 
Das über einem solchen liegende Element d TJ der Fläche 
z = f(xy) kann ohne Fehler als eben und in der Tan- 
gentenebene liegend angesehen werden. Ist alsdann y 
der Neigungswinkel desselben gegen die xy-Ebene, so ist 
dxdy==dUcosy oder 

COSy 

Da nun y auch der "Winkel ist, den die Flächen- 
normale mit der xy-Ebene macht, so ist 

dU = dxdy)/l + p» + q«, 
woraus sich U in Form eines Doppelintegrals be- 
rechnen lässt. 

Satz; Der Flächeninhalt TJ ist dargestellt 
durch jedes der beiden Doppelintegrale: 

U = J M n + p'+q^dy I dx, oder 

/•b ^^ x = V;(y) >! 

TJ=J /Jn + P* + q*dx}dy. 

l 

Beispiele: 
Die Oberfläche eines Kugeloktanten zu berechnen. 
Die Gleichung der Kugel sei 

x'+y»+z»-a' = 0, 

dann ist 

z = f(xy) = Va'-x'-y», y = y(T) = l/?=? 

gz_ —X — y 

P~Öx~l'a' — x'-y" *l~Va* — x'-y* 
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X 



Das innere Integral ist 

dy . y 

l/a"-x*-7^ - arc sm ^^^r^::^^ 

Nach Eintragung der Grenzen geht alsdann TJ 



ya*-x'_ 7t 
~"2 



über in 



U=a-^/dx = -J-a«. 



Die ganze Kugel hat daher die Oberfläche 
= 8U = 4^a«. 

§ 50. Anwendung yon Polarkoordinaten. 
Eine zur z-Axe parallel laufende Cylinderfläche 
habe in Polarkoordinaten die Gleichung r = f(y) und 
werde nach oben durch die Fläche z = F (r, q>) begrenzt. 



Z-F(t,^) 




fCPß 



Flg. 81. 

Es ist der Bauminhalt dieser Cylinderfläche und der 
Inhalt ihrer oberen Begrenzungsfläche zu bestimmen. 

Das in der Figur 81 schraffierte Element der 
xy-Ebene hat in Polarkoordinaten den Inhalt rd^dr 
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und demgemäss das zugehörige Element des Cylinders 

den Rauminhalt 

d V= z r dq) dr = F (r, 9) r dr dq>. 

Daher ist das von dem zu r = f(9>) gehörigenCylin- 

der, der xy-Ebene und der Fläche z = F (r, q>) begrenzte 

Volumen ausgedrückt durch 
2^f(qp) 

V==///F(r, 9>)rdr\d9>. (1) 

Satz: Das von der xy-Ebene, der Cylinder- 
fläche r=f(9>) und der krummen Fläche z=F(r,9>) 
begrenzte Volumen ist dargestellt durch das 
Doppelintegral (1). 

Bezeichnen wir wieder wie im vorigen Paragraphen 
das über dem schraffierten Element rd9>dr der xy-Ebene 
liegende Element der Fläche F mit d ü, so ist ebenso wie dort 

cosY 
wo y den Neigungswinkel der zu du gehörigen Nor- 
malen der Fläche F (r, 9) bezeichnet. Die Oberfläche U 
selbst ist somit ausgedrückt durch 

Satz: Das über der Cylinderfläche r=f(qp) 
liegende Stück der krummen Fläche z = F(r, y) 
hat den Inhalt ü, der durch das Doppelinte- 
gral (2) ausgedrückt ist. 

Beispiele. 

1. Inhalt und Oberfläche der Kugel zu berechnen. 
Liegt der Mittelpunkt der Kugel im Ursprung 0, so hat 
«de die Gleichung 
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x«+y« + z« — a» = 
und schneidet die xy-Ebene nach einem Kreis, dessen 
Gleichung x'+y" — a' = ist. Führt man Polarkoor- 
dinaten X = r cos y, y = r sin y ein, so ist 
z = F(r,y) = )/i?=?; r = f(9)=a. 
Daher ist 



V = |»a». 




Nun ist 




z = Va» — r»=ya' — x» — y', daher 




dz Tooaq> dz 


rsinqp 


^ dx ya»-r»' 1 -dj 


Va«-r» 


and demnach 





1 • YP^^ 

«"'''=Vl+p'+p'=— S— • 

Nach Formel (2) ist somit 

und 

U=4^a». 

2. Inhalt und Scheitelfläche des Körper» zu be- 
rechnen, der von der xy-Ebene, der * Kegelfläche 



a" 
und der Cylinderfläche 

y' — ax+x« = 
begrenzt wird. 
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Führt man Polarkoordinaten ein, so findet man 



z = F(r,y) = — Vx» + y« = -^, r = f(9>) = aco8y. 
Daher ist nach Formel (1) 



^ f a oos 9> 



— -= I J I — r.rdrid9= j ca'cos'ydV 

o ( j 



= -ö-ca' und 



Ferner ist 

ö z c c . 

p = x— = --cosy, q= — sin y, somit 

daher ergiebt sich nach Formel (2) für die halbe Scheitel- 
fläche 

oder 

-^ = -|-ay?^F^, also u = ^ gyä»+'?: 
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X. Abschnitt. 

Exknrs aaf das Gebiet der gewohnlichen 
DIfferentialgleichangen. 

§ 51. Die verschiedenen Arten von Differential- 
gleichnngen« 

1. Erklärung. Eine Gleichung, welche Ver- 
änderliche und deren Differentiale zugleich enthält, 
heisst eine Differentialgleichung. 

Tritt in derselben nur eine unabhängige Veränder- 
liche auf, so heisst die Gleichung eine gewöhnliche 
Differentialgleichung. 

So ist beispielsweise 

^ r ' ^' df) "" ^ ^^®^ ^ ^^' ^' ^'^ ^ ^ 
eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung; 

eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung ; 

9(x,y,y',y^..., yW) = 
eine gewöhnliche Differentialgleichung n^®' Ordnung. 
Die Gleichung 

d^y d'v . dv 

repräsentiert eine gewöhnliehe (lineare) Differential- 
gleichung dritter Ordnung. 

2. Ist die Zahl der abhängigen Veränderlichen 
grösser als 1, so erhält man gewöhnlich auch ein System 
von simultanen Differentialgleichungen. 
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Sind y und z Funktionen von z, so stellen die 
beiden Gleichungen 

/dy dz \^ /dy dz \^ 

''Id^' y- di' ^' ^)'-=^' * (di' y» di> ^' *j=^ 

ein simultanes System von zwei gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen mit einer unabhängigen Veränder- 
lichen X dar, die man beispielsweise erhält, indem man 
die beiden Gleichungen einer Baumkurve nach x diffe- 
rentiiert. 

3. Erklärung. Sind die Veränderlichen Funk- 
tionen von mehreren unabhängigen, so heisst die Glei- 
chung eine partielle oder eine totale (oder auch 
exakte) Differentialgleichung, je nachdem die partiellen 
Ableitungen oder die totalen Differentiale der Ver- 
änderlichen, welche als unabhängige zu betrachten sind, 
auftreten. 

§ 52. Die gewöhnliche Differentialgleichung erster 
Ordnung mit getrennten Yerftnderlichen« 

Erklärung. Die gewöhnliche Differentialgleichung 

y(xyyO = y(xy4^)=0 (l) 

integrieren, heisst eine Funktion P(xyC) =0 suchen, 
welche nach x differentiiert, wieder auf die Differential- 
gleichung (1) führt. 

Da bei der Integration eine Konstante C auftritt, 
so erhält man gewöhnlich nicht nur eine einzige Lösung 
sondern ein System von Integralkuryen 

P(xyC) = 0,- 
die zusammen die allgemeine Lösung oder das all- 
gemeine Integral ausmachen. 
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Jedem speziellen Wert von C entspricht eine 

Lösung, die man als partikuläre Lösung bezeichnet. 

dy . . . 

Da -1 — = tga die trigonometrische Tangente des 

Winkels a ist, den die Kurventangente im Punkt P (x y) 
mit der Abscissenaxe macht, so ist durch die Diffe- 
rentialgleichung (1) jedem Punkt der Lösungskurven 
die in demselben stattfindende Fortschreitungsrichtung 
zugeordnet. 

Es sei gegeben die Differentialgleichung 

f(xyyO=o 

und gesucht die allgemeine Lösung F(xyC) = 0. Durch 
Differentiation erhält man hieraus 

^-dx + -^dy = oder Mdx + Ndy-0, 

womit die allgemeine Gestalt einer gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung illustriert ist. 

Erklärung. Sind hierin M und N nur Funk- 
tionen von X, bezw. y, ist die Gleichung also von der 
Form 

M(x)dx-|-N(y)dy = 0, 
so heisst die Differentialgleichung eine solche mit 
separierten Ver änderl ichen. 

Satz; Eine Differentialgleichung erster 
Ordnung mit separierten Veränderlichen hat 
als allgemeine Lösung 

/M(x)dx + ;N(y)dy + C = 0, 
wie sich direkt durch Integration ergiebt. 

Die Trennung (Separation) der Veränderlichen lässt 
sich häufig ohne Schwierigkeiten bewerkstelligen, wie 
die folgenden Beispiele zeigen. 

Digitized by LjOOQ IC 



172 Exkurs auf das Gebiet der gew. Differentialgleichg. 

Beispiele: 

1. Die Kurve zu bestimmen, deren Subtangente 
stets gleich der zugehörigen Abscisse ist. 

Nach § 57 des ersten Bändchens ergiebt sich als 
Differentialgleichung 

y , dy dx 
^ = x oder-^ = 0. 

y 7 ^ 

Hieraus ergiebt sich durch Integration 
ly — lx = lc oder y = cx, 
wo c die Integrationskonstante ist. D. h. jede gerade 
Linie durch den Ursprung hat die geforderte 
Eigenschaft. 

2. Für welche Kurve ist die Subtangente gleich 
dem n*®"^ Teil der zugehörigen Abscisse? 

Die gewöhnliche Differentialgleichung lautet 

y X dy dx 

-^=-- — oder n — =0. 

y' n y X 

Durch Integration ergiebt sich hieraus als all- 
gemeine Lösung 

ly — nlx = lc oder y = cx^. 

Die gesuchte Kurve ist somit eine parabolische 
mit y=0 als Tangente im Ursprung. 

3. Die Kurven zu bestimmen, deren Subtangente 
gleich a ist. 

Man erhält als Differentialgleichung 

y ^ dy dx ^ 

-^ = a oder — =0. 

y' y a 

Durch Integration folgt hieraus 

X X 

ly =lc oder ly — lc = — oder 

a a 



y = ce 
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Satz« Für ein System von Exponential- 
kurven ist die Subtangente konstant. (Yergl. 
Bd. I, pag. 129.) 

4. Für welche Kurve ist die Subnormale konstant 
gleich a? 

Nach § 57 des ersten Bändchens ist die Sub- 
normale Sn = y y^ daher lautet die gegebene Differential- 
gleichung 

yy' = a oder ydy — adx=50. 

Hieraus folgt direkt durch Integration 

-^ — ax-fC = oder y» — 2ax+C = 0. 

Satz« Die Parabel ist also die einzige 
Kurve, derenSubnormale konstant ist. (Vergl. 
Bd. I, pag. 129.) 

5. Für welche Kurve ist die Fläche zwischen der 
Kurve, der Abscissenaxe und der Ordinate zum Punkt 

P (x y) gleich n , 

+ x y . 
n '' 

Man erhalt als Bedingungsgleichung 



r. 



ydx= — , — xy 
^ m-hn ^ 

' 



und hieraus durch Differentiation nach x 

n dy dx 

ydx = — i — (xdy-fydx) oder n m = 0. 

^ m-|-n V «^ ' «^ / y X 

Die Integration dieser Gleichung giebt 
nly — mlx = lc oder y^ = cx™, 
d. h. die parabolischen Kurven haben die 
verlangte Eigenschaft. Siehe § 27. 

Aus den vorstehenden Beispielen folgt der j 

igitiz y ^ 
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Satz* Lassen sich in einer Differential- 
gleichung erster Ordnung die Yariabeln 
trennen, so kannman die allgemeine Lösung 
unmittelbar durch zwei Integrationen (Qua- 
draturen) herstellen. 

§ 53. Homogene Differentialgleichungen» 

Es fragt sich nun, ob sich nicht auch Differential- 
gleichungen erster Ordnung mit nicht separierten 
Veränderlichen vielleicht durch Substitution auf solche 
mit separierten Veränderlichen zurückführen lassen. 

Dies ist in der That für die homogenen Dif- 
ferentialgleichungen der Fall. 

Erklärung. Eine homogene Differential- 
gleichung M (x y) dx + N (x y) dy = 
ist eine solche, in welcher M und N homogene Funk- 
tionen gleichen Grads von x und y sind. 

In diesem Fall lässt sich die Gleichung auf die 
Form bringen ^^ M(xy) _ /_y^\ 

dx N(xy)"~^\x/ 

Setzt man hierin y = x z, so folgt hieraus durch 
Differentiation 

dy dz 

d^ = ^d^ + ^ = 9>W 
und hieraus die neue Differentialgleichung 

dx _^ dz 

"r~ gp(z) — z' 
in welcher die Veränderlichen getrennt sind. Durch 
Integration ergiebt sich schliesslich hieraus 
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Beispiele. 

1. Für welche Kurve ist die Subtangente stets 
gleich y — ax, wo x und y die Koordinaten des Be- 
rührungspunkts bezeichnen ? 

Man erhält für die Subtangente den Ausdruck 

-^ = y — ax 
y' 

und hieraus als Differentialgleichung 

ydx = (y — ax)dy, 

die zu der eben behandelten Klasse gehört. Setzt man 

y = zx, so folgt hieraus 

dy y dz , 

-r^ = =^ =Xj hZ 

dx y — ax dx 
oder nach Substitution von y = z x die Differentialgleichung 
dx _ (z — a)dz _ adz dz 

T"" z — z« + az ~ ~ z(a-f 1) "~ (a + l)(z — a — 1) 
in welcher die Veränderlichen getrennt sind. Durch 
Integration erhält man 

-— pY<alz + l(z — a— 1)1+1C oder 

xa + iza(z — a — 1) = C oder 
y»(y — ax — x) — C = 0. 

2. Für welche Kurve ist das Lot vom Ursprung 
auf die Tangente gleich der Abscisse x des Berührungs- 
punkts? 

Man erhält als Differentialgleichung 
(y» — x')dx — 2xydy = 0. 
Da dieselbe homogen ist, so setze man y=zx, y'=z'x-|-z, 
dann folgt aus 

dy ___ y' — x' dz z" — 1 

"di"" 2xy ^^~dx'^^^ 2z^ i 
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die DiffereotialgleichuDg 

dz . 2 z dz 



in welcher die Veränderlichen getrennt sind. Durch 
Integration ergiebt sich hieraus 

lx + l(z«+l) = lc oder x(z« + l) = c oder 
x'+y« — cx = 0. 




Flg. 82. 

Jeder Kreis, dessen Mittelpunkt auf der x-Axe 
liegt und der die y-Axe im Ursprung berührt, hat 
somit die Eigenschaft, dass das Lot vom Ursprung auf 
die Tangente gleich der Abscisse des Berührungs- 
punktes ist. 

3. Durch dieselbe Substitution lassen sich auf 
Gleichungen von der Form integrieren 

y'+P(x)y+Q(x) = 0. (1) 

Setzt man nämlich y = 9 (x) z, wo ip eine Funktion 
von X allein sein soll, so folgt hieraus 

d^ 

womit (1) übergeht in 



dy dz , 



.-^+^{^+^-.}+Q=o. 



(2) 
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Da nnn (p willkürlich ist; so kann man diese Funk- 
tion so bestimmen, dass 



P,(T) = ist. 



Hieraus folgt nun 

-^+Pdx=^0 

und nach Integration dieser Gleichung 

ly+JPdx = oder 9 = e"-'l*^**^ 
Aus (2) folgt weiter 

dz = — -^dx, z = -r-^dx + c = — fqe'f^^'di+e 

und mit Berücksichtigung von y == qp z endlich. > ; 



y = e-J^"»'={c-jQe^'"^dx}. 



Beispiele: 

1. Es sei y' — y + x = 0, dann ist P== — l,\Q=B:3t, 
somit 

y = e^ und y = e^{C — Xxe~3?dx|, 
Nun ist Jxe— *dx = — xe— ^ — o~^> daher ergiebt 
sich als gesuchtes Integral 

y = Ce»+x + l. 

y — X 

2. Für welche Kurve ist y'= ? 

•' X 

Bringt man diese Differentialgleichung auf die 
Form (1) ^ 

so ist ^ ^ 

^ — Y'Q=i' 

daher ist 

Ju n k e r, Höhere Analysia. 11. ° Q'^^^^ ^^ Goog^ 



178 Exkurs auf das Gebiet der gew. Differentialgleichg. 
^ = e^s=x und 

§ 54. YolUtändigre Differentialgrleichnngren. 

1. Erklärung. Es sei 

Pdx+Qdy = (1) 

die gegebene Differentialgleichung, in welcher F und Q 

Funktionen von x und y sein sollen. Dieselbe wird 

eine exakte oder Vollständige (auch totale) 

Differentialgleichung — und der Ausdruck P dx -f- Q dy 

ein vollkommenes Differential — genannt, wenn 

sie durch Differentiation einer Funktion f (x y) = Ü 

entstanden ist. Alsdann ist die Gleichung (1) identisch 

mit der folgenden: 

di dt 

__dx + -^dy = (2) 

und heisst f (x y) = C, das v ollständige Integral 
derselben. Vergleicht man die Gleichungen (1) und (2) 
miteinander^ so folgt 

5x ' ^ ^y 
und hieraus ^p ^ ^.^ ^ ^q 

Dies ist die Bedingung, dass (1) eine vollständige 
Differentialgleichung ist 

Satz. Das Differential (2) ist das totale 
Differential einer Funktion f^ sobald die 
Bedingung erfüllt ist 

— =-^- (4) 

ay d% ^ ' ■ 
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Ist diese Bedingung erfüllt, so setze man 

af 

^— = P und integriere f=JP5x, 

wobei das in P enthaltene y zunächst noch als konstant 
angesehen werden kann. Da nun in der zu addieren- 
den Konstanten noch eine Funktion q> (y) von y ent- 
halten sein kann, so ist diese noch zu dem erhaltenen 
Integral hinzuzufügen 

f-;pax+y(y). 

Der Wert von fp wird ermittelt, indem man dieses 
Integral wieder differentiiert und das Resultat mit der 
gegebenen Differentialgleichung dz = P dx + Q dy ver- 
gleicht. 

Beispiel. 

Für die Differentialgleichung 
dz = (3x' — ay — y*)dx + (— ax + 2by — 2xy)dy 
ist die Bedingung (3) erfüllt; daher stellt dz das totale 
Differential einer Funktion f (x y) = f dar, die man aus 

^ = 3x--ay-y' 

ermitteln kann, indem man unter Voraussetzung eines 
konstanten y bildet 

z = f = J(3x«-ay^y«)ax + g,(y) = 
= x» — axy — xy« + g,(y). 
Bildet man das totale Differential dieser Funktion 

dz = (3x«-ay-y»)dx + (-ax~2xy+-|^jdy 

nnd vergleicht dasselbe mit der gegebenen Differential- 

gleichung, so folgt -^^^ = 2by und hieraus 
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Das gesuchte Integral lautet daher 

z = x' — axy — ^y' + by' + C. 
2. Ist jedoch für das Differential 

Mdx+Ndy=0 (4) 

die Bedingung -« — = -« — nicht erfüllt, so ist (4) auch 

kein vollkommenes oder exaktes DifPerentiaL 

In diesem Fall multipliziere man die Gleichung (4) 

mit dem Faktor ^, der eine Funktion von x oder y 

oder von beiden oder auch eine Konstante sein kann, 
^Mdx+^Ndy = 0, (5) 

dann lässt sich dieser Faktor stets so bestimmen, dass 

die Bedingung erfüllt ist 

g(^M)^gVN) 
dy dx ^ ^ 

und damit (5) ein exaktes Differential wird. 

Erklärung. Die Funktion ^(xy), mit der 

man die Differentialgleichung (4) multiplizieren muss, 

damit deren linke Seite ein exaktes Differential wird, 

heisst der integrierende Faktor oder auch der 

Euler'sche Multiplikator. 

Betrachtet man beispielsweise 

x' y y 

a) — = C oder b)— ,- = oder c)arctg— ä- = C 

als vollständiges Integral, so erhält man hieraus 
durch Differentiation bezw. als zugehörige vollkommene 
Differentialgleichung 

b) ^(xdy-2ydx) = 0, h)-y{xAj-2jd£) = 0, 
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Für die Gleichung 

xdy — 2ydx = 
ist daher die Bedingung (3) nicht erfüllt. Sie wird 
aher zu einer vollkommenen Differentialgleichung, wenn 

man sie mit einem der (integrierenden) Faktoren — 3- 

X X 

oder 5- oder 4 , , multipliziert. Wir erhalten 

somit die Sätze: 

Satz. Jede Differentialgleichung von der 
Form (4) besitzt einen integrierenden Faktor, 
durch dessen Zusatz die linke Seite derselben 
zu einem vollkommenen Differential wird. 

Satz. Es giebt nicht nur einen, sondern 
unendlich viele integrierende Faktoren. 

Satz. Kennt man zwei verschiedene inte- 
grierende Faktoren ^^ und ^,, so ist der Quo- 
tient -^ = C das vollständige Integral der 
Differentialgleichung. 

Für das obige Beispiel ist i^i = — ä, i^, = r, 

X 

daher ^ = ^ = C oder -^ = C,; 
^j X* x' *' 

^ = "^^'=1+4 = oder -^ = 0,; 

^, X* X* x' *' 

^ = «-^' = -4-1 = oder 4 = C, 

f^s y y y 

oder -T = C!,. 
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3. Zur Bestimmung des integrierenden Faktors 
dient folgende Betrachtung. Da nach Voraussetzung 
die linke Seite Yon (5) ein vollkommenes Differential 
ist, so folgt 

als Bestimmungsgleiohung für ^. Da dies eine partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung ist, so ist die Be- 
stimmung von (* aus derselben gewöhnlich schwieriger 
als die Integration der gegebenen Gleichung selbst. 
Zur Integration der letzteren genügt aber irgend eine 
Lösung von (4), und es ist häufig möglich, eine solche 
zu ermitteln. Insbesondere ist dies der Fall, wenn sich 
^ als eine Funktion von x oder von y allein bestimmen 
lässt. 

Ist beispielsweise ^ nur von x abhängig, so ist 

^ — = 0, womit die Gleichung (7) übergeht in 

^ dx ""N\ay dx)"-^' 
Hieraus folgt durch Integration 

l^ = JXax+(C), i^ = e^^^\ 

Satz. Der integrierende Faktor ^ lässt 
sich als eine Funktion von x allein ansehen, 



wen 



1 (dM. aN\ . ^ ,,. „ . 

n ^|-ö ^ — I eine Funktion von x allein 



f V p — 
ist. Setzt man diese gleich X, so ist ^ = e^ ^ . 
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Beispiel« 
Für obige Differentialgleicbmig xdy — 2ydx = 

ist M = -2y, N=x, daher ^(^"4^) 
= X= nnd 

X 



lA* 



= — 3 1 = — 31x = l — ö- oder A»= — =-. 

J X X* '^ X» 



§ 55. Partikuläre und singulare Lösungen. 

1. Erklärung. Jedem Wert der Konstanten 
C(C = 0, 1, 2, ...C,, C,, ...) in der allgemeinen 
Lösung F(xyC)=0 der Differentialgleichung 9>(xyy')=0 
entspricht eine Lösung, die man als Fartikular- 
lösuug oder als partikuläres Integral bezeichnet. 

Ausser den unendlich vielen Lösungen, welche den 
wechselnden Werten von C entsprechen, kann eine ge- 
wöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung noch 
eine singulare Lösung besitzen, welche dadurch 
charakterisiert ist, 

1) dass sie sich nicht durch partikularisierende 
Konstante bilden lässt; 

2) dass sie im allgemeinen ohne jede Integration 
durch reine Eliminationsprozesse ermittelt werden 
kann. 

Geometrisch stellt die singulare Lösung eine Kurve 
dar, welche von den partikulären Kurven umhüllt wird. 

Bekanntlich hat das Tangentenpaar, das man vom 
Funkt F(fi?) an den Kreis x* + y* — r* = ziehen 
kann, die Gleichung 

(xf+y«J-r*)«-(x'+y'-r')(|'+i7'-r»)=«0, 
wo mit X, 7 die laufenden Koordinaten bezeichnet und. 
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Setzt man hierin r=x + dx, «? = y + cly, so hat 
das Tasgentenpaar mit dem Kreis zwei unendlich be- 
nachbarte Punkte gemeinsam, d. h. die Verbindungs- 
linie von P(xy) mit P(x + dx, y + dy) ist Tangente 

dy 
an den Kreis, wenn —^ — = p der Gleichung genügt 

(ydx — xdy)» — r»(dx« + dy«)-0, 
die auch geschrieben werden kann 

y(xy, p)^y«-r«-2xyp + (x«~r«)p» = 0. (*) 

Dies ist eine gewöhnliche Differentialgleichung 
erster Ordnung zweiten Grads, deren partikuläre 
Lösungen durch die unendlich vielen Tangenten an 
den Kreis x' + y* — r* = angegeben sind. Die Um- 
hüllungslinie dieser Tangenten oder der Kreis selbst 
repräsentiert ihre singulare Lösung. 

2. Herleitung des singulä.ren Integrals 
aus dem allgemeinen Integral. 

Die gegebene Differentialgleichung y(xyy') = 
besitze die allgemeine Lösung F(xyC) = 0. 

Nimmt man hierin an, C sei eine Funktion von x, 
dann erhält man durch Ableitung 

ax + ay • dx + ac • dx ~"^' 

Bestimmt man nun C so, dass -^7t=^0 ist, oder 

wenn man sich diese Gleichung nach C aufgelöst denkt, 
dass C = f (x) ist, so ist 

F{xy, f(x)} = 
das gesuchte singulare Integral von 9p(xyy') = 0. 

Wild C als. Funktion von x und y betrachtet, so 
folgt durch Ableitung 
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dl 

Hierin lässt sich nun C ebenfalls so bestimmen, 

dass -^-p- = ist. Folgt hieraus C = f (x y), so ist 

F{xy,f(xy)} = 
die singulare Lösung von y (x y y') = 0. 

!Die Ableitung y' berechnet sich alsdann aus 
aF , aF , ^ 

falls C nicht so bestimmt ist, dass gleichzeitig 

aF aF ^ 

' A ax ' ay 

wird. 

Satz. Das singulare Integral $(xy) = der 
Differentialgleichung qp(xy y') = enthält keine 
partikularisierende Konstante und ergiebt sich 
immer durch Elimination von C aus 

I'(xyC)=0, U = 0. 

Hieraus geht auch hervor , dass 9 (x y) = die 
XJmhüllungslinie der Kurven des Systems F (x y C) = 
ist, Vergleiche hierüber § 68 der Differentialrechnung. 

8ind xy die laufenden Koordinaten, so ist 
Ix + iyy — r* = 
die Gleichung der Tangente im Punkt iij an den 
Kreis f ' + 17* — r' = 0, Setzt man nun i = yr* — 1?' 
und nachträglich 17 = C, so hat die Tangentenschar, 
welche die allgemeine Lösung der Dififerentialgleiohung 
darstellt, die Gleichung 

F(xyC)zzyC + xyP=:Ü'* — r« = Q, 
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186 Exkurs anf das Gebiet der gew. Differentialgleichg. 
Hieraus folg^ 
-^ = = y - j^l=^ oder C = p^., 
somit ist 

^(^y'^%^) = Pi^+-)/'*-i^-'*=o 

oder x' + y" — r' = 

die singulare Lösung der gegebenen Differential- 
gleichung (*), wie zu erwarten war. 

3. Herleitung des singulären Integrals aus 
der Differentialgleichung. 

Wie aus den obigen Betrachtungen hervorgeht, 
ist die singulare Kurve als TJmhüllungslinie der parti- 
kulären Kurven anzusehen. Dieselbe kann somit auch 
als der geometrische Ort des Schnittpunkts zweier kon- 
sekutiver Partikulärkurven ermittelt werden. In zwei 
derselben schneiden sich im allgemeinen in einem Punkt, 
in welchem sich zwei verschiedene Tangenten an die 
beiden Kurven ziehen lassen. Soll die singulare Kurve 
durch denselben hindurchgehen, so müssen die beiden 
Partikulärkurven unendlich wenig von einander ab- 
weichen und die beiden Tangenten ihres Schnittpunkts 
zusammenfallen. Dies ist aber der Fall, wenn neben 

<p (x y p) =. auch noch -^ — = 

ist. Erhält man aus der letzten Gleichung p = ^ (x y), 

so stellt <3P(xy, V) = 

die singulare Lösung der Differentialgleichung dar. 

Satz. Die singulare Lösung derDifferential- 
gleichung 9(xy, p) = ergiebt sich stets durch 
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dy 
Elimination von p = y'=-T — aus 

9{^J, P) = und -^ = 0. 

Durch partielle Ableitung der Differentialgleichung 

(*) folgt 

d^ xy 
= — 2 X y + 2 (x' — r') p " und hieraus p = -5 ,. 



dl? 

Substituiert man diesen Wert in 9 (x y, p) = 0, so 
ergiebt sich auch hier als singulare Lösung der Kreis 

x« + y»~r« = 0, 
wie es sein soll. 

Anmerkung, Sind M und N rationale Funk- 
tionen von X und y, so hat, wie leicht zu erkennen ist, 
eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung 
ersten Grads M dx + N dy = keine singulare Lösung. 

§ 56. Differentialgleichungen erster Ordnung 
nten Grades. 

Erklärung. Eine Differentialgleichung erster 
Ordnung n*®'^ Grades ist von der Form 

(yr+fi(y')^-^+... +fn=o, (1) 

wo fj, fj, . . ., fn Punktionen von x und y oder auch 
konstante Zahlen sein können. 

Bei der Integration einer solchen kommen haupt- 
sächlich zwei Methoden in Betracht. 

a) Die Methode der Zerlegung ist anwend- 
bar, wenn sich die Differentialgleichung (1) nach 

dy 

— — = y' auflösen lässt. Die auf diesem Wege resul- 
tierenden Wurzehi der Gleichung (1) „^,,,,,^ Google 
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-^ = g.(»y), -^ = g.(xy),.../-||-=gn(xy) (2) 

stellen n lineare Dififerentialgleichnngen erster Ordnung 
dar, welche sich nach den Methoden der vorigen Paragra- 
phen auflösen lassen. Ergeben sich hierbei die Integrale 

g), (xycj) = 0, ?>8(xyc,) = 0, ..., yn(xycn) = 0, 
so ist das allgemeine Integral der Differentialgleichung (1) 
dargestellt durch 

9^t(^y<5,).y,(xyc,)... g^ii(xycn)=0, (3) 
worin Cj = c, = . • . = Cn = C 

gesetzt werden darf, ohne dass die Allgemeinheit der 
Lösung dadurch beeinträchtigt wird. 

Die allgemeine Lösung der Differential- 
gleichung (1) ist somit angegeben durch 

F(xyC) = y,(xyC)g),(xyC)...yn(xyC) = 0. (4) 
Beispiele. 
1. Für welche Kurve ist das Quadrat der Sub- 
tangente gleich dem Bechteck aus den Koordinaten 
des zugehörigen Kurvenpunkts? 

Nach § 57 der Differentialrechnung ist die Sub- 

y 

tangente ausgedrückt durch — ;-, daher erhalten wir als 
Differentialgleichung eine solche vom zweiten Grad 



(^)-=.,.a„(^)*=iiL = H:j/] 



und 

dy dx 

welche die beiden Integrale giebt 
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Das allgemeine Integral ist daher dargestellt duroh 
F(xyC) = fyX-xX — Cjfy"2" + x"r--CJ==0 

oder (x__y)«_2C(x + y) + C* = a 

2. Für welche Kurve ist das Quadrat der Sub- 

normale yy' gleich dem Kechteck aus den Koordinaten 

des zugehörigen Kurvenpunkts? 

Man erhält als Differentialgleichung 

welche die beiden Lösungen giebt: 

iL _i 8 » 

y ^ — x» =Cj, y 2 +x 2 =C,. 

Die allgemeine Lösung ist daher 
F(xyC)-(x»-yy — 2C(x»+y') + C« = a 
b) Die Methode der wiederholten Differen- 
tiation wird zur Lösung der gegebenen Differential- 
gleichung (1) benützt, wenn sich dieselbe leicht nach 
y oder x auflösen lässt. 

Giebt dieselbe nach y aufgelöst die Qleichung 

dy 
y = f(x, p), wo p=-j^ (5) 

gesetzt ist, so folgt hieraus durch Ableitung nach x 



dx ^ 3x öp dx 
d. h. eine Differentialgleichung erster Ordnung und 
ersten Grades zwischen x und p von der Form 

»h'^) = 0. (6)* 

Führt dieselbe auf das Integral 

J(x, p, C)=Ö, (7) 
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190 Exkurs auf das Gebiet der gew. Differentialgleichg. 

so ergiebt sich durch Elimination von p aus dieser 
Gleichung und der gegebenen Gleichung (5), das ge- 
suchte allgemeine Integral der Differentialgleichung (1) 
F(xyC) = 0. (8) 

Lässt sich andererseits die Differeotialgleichung (1) 
nach X auflösen und somit auf die Form bringen 

x = f(y. p), (9) 

so folgt hieraus durch Differentiation nach x 

df di dp 

l=-ä — P+^ — --j — oder da 

dp _ dp dy _ dp . 
dx ~" dy ' dx ~^ dy ' 
, df , dt dp 

^=^p+-ä7--"dr-p- 

Man erhält also auch auf diesem Wege eine lineare 
Differentialgleichung zwischen y und p von der Form 

y(y, p, ^)=o, . (10) 

welche das Integral j(ypC) = 

geben möge. Durch Elimination von p aus dieser 
Gleichung und der gegebenen Differentialgleichung 
erhält man ebenfalls das allgemeine Integral 
F(xyC) = 0. 
c) Ist die Differentialgleichung von der 
(Clairaut'schen) Form 

y = xp+y(p), (11) 

so folgt hieraus durch Differentiation 
I dp öy dp 
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dp 
Der erste Faktor gleich Null gesetzt "^=0 giebt 

integriert p = C und demgemäss als allgemeines Integral 
y = xC + g)(C). (13) 

Setzt man den zweiten Faktor gleich Null 



ap 



= 0, 



(14) 



SO lässt sich hieraus und aus (11) p eliminieren. Man 
erhält alsdann eine Lösung der Differentialgleichung (11), 
welche keine Konstante enthält und als singulare 
Lösung derselben zu bezeichnen ist. 

Satz: Das allgemeine Integral der Dif- 
ferentialgleichung (11) ist von der Form 

y = xC + g)(C) 
und kann unmittelbar angeschrieben werden. 

Pia singulare Lösung derselben erhält 
man durch Elimination von p aus 




Fig. 83. 



x+A — =0 und y = xp + y(p). 



5p 
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G^eometrisch stellt das allgemeine Integral (IH) eine 
Schar von Geraden (partikuläre Lösungen) dar, welche 
eine Kurve umhüllen, welche durch das singulare In- 
tegral ausgedrückt ist. 

Beispiele. 

1. Eine Gerade schneidet von den Axen zwei 
Stücke ab, deren Summe, Differenz, Produkt und Quo- 
tient konstant gleich a ist. Welches sind die Kurven, 
die von dieser Geraden umhüllt werden? 

Nehmen wir an, die umhüllende Gerade berühre 
die gesuchte Kurve im Funkt F(xy), so hat sie als 
Tangente an dieselbe die Gleichung 
i7~y = P(f — 3c). 

Für ^ = 0, bezw. | = ergeben sich hieraus als 

Axenabschnitte : — (px — y) bezw. y — px. Daher er- 
halten wir die Differentialgleichungen 

a) für die Summe: 

ap aC 

b) für die Differenz: 

c) für das Produkt: 

y = xp + aV — p, y = xC+ay— 0, 

d) für den Quotienten: 

ap = — 1, ay+x = 0. 

Dieselben sind von der Clairaut'schen Form und 
erhalten daher die nebenstehenden allgemeinen Lösungen. 
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Die singulären Lösungen obiger Dififerential- 
gleiohangen sind in den beiden ersten Fällen an« 
gegeben dnroh 

a) (x-y)«-2a(x + y) + a' = 0, 

b) (x + y)'-2a(x~y) + a« = 0, 

nnd stellen gewöhnliche Parabeln dar, die symmetrisch 
zu den beiden Medianen m nnd n liegen (Fig. 84) nnd 
die Koordinatenaxen in den Punkten (a, 0), (0; a), 
(0, — a) berühren. Im dritten Fall ergiebt sich als 
singulare Lösung die gleichseitige Hyperbel 




Fig. 84. 

c) 4xy — a' = 0, 
die in der Figur punktiert gezeichnet ist. 

Die Differentialgleichung d) ist linear und besitzt 
daher keine singulare Lösung. 

2. Der eine Schenkel eines rechten Winkels, dessen 
Scheitel beständig auf einer Geraden gleitet und dessen 
anderer Schenkel durch einen festen Punkt geht, um«« 
hüllt eine Parabel. 

Junker, Höhere Analysii. U. ° Q' "^^ ^^ Google 
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3. Eine Strecke von konstanter Länge a gleite 
beständig mit ihren Endpunkten auf den Koordinaten- 
axen hin. "Welche Kurve wird hierbei umhüllt? 

Man erhält als Differentialgleichung der Geraden- 
schar , a p 

und als zugehörige singulare Lösung 

J_ JL _?_ 
X« +y 8 =a 3, 

Dies ist die Gleichung der Asteroide. 

§ 57. Die gewöhnlichen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung 

mögen hier auch noch kurz berührt werden, weil sie 
in der Mechanik eine wichtige Bolle spielen, 
a) Eine solche ist von der Form 

f(x, y, y', y")=0. (i) 

Sie enthält neben der ersten Ableitung y', wodurch 
für jeden Punkt P(xy) der Ebene eine gewisse Fort- 
schreitungsrichtung bestimmt ist, noch die zweite Ab- 
leitung y'', wodurch demselben ausserdem noch die 
Krümmung der Lösungskurven in dem betreffenden 
Punkt zugeordnet ist. Näherungsweise ergiebt sich als 
geometrische Lösung ein Kreisbogenpolygon, das im 
Grenzfall in die Lösungskurve übergeht. 

Die allgemeine Lösung einer gewöhnlichen Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung enthält zwei will- 
kürliche Konstanten. 

Wie schon im ersten Bändchen § 70 u. ff. aus- 
geführt worden ist, ist die Bewegung eines Punkts in 
ttner Geraden angegeben durch eine Differentialgleichung 
von der Form 
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x- = |^=f(x,t), (2) 

WO X den zur Zeit t zurückgelegten Weg und x'' die 
erlangte Beschleunigung bezeichnet. Wir unterscheiden 
hierbei drei Falle. 

1. Die Beschleunigung kann konstant sein. Dann ist 

d'x ^. . ^(dt) . _ 
-TTT = C A oder — V: — = A oder 

dx'=Adt. 
Durch Integration folgt hieraus als erstes Integral 
mit einer Konstanten C^ 

und durch weitere Integration als zweites Integral mit 
zwei Konstanten Cj-; C, : 

x = i-At« + Cit+C„ 

wodurch einerseits die Geschwindigkeit, andererseits 
der Weg in Funktion der Zeit ausgedrückt ist. 

Für A = g = 9.81 erhält man die Formeln des 
freien Falls, wie sie in Bändchen I, § 71, aufgestellt 
worden sind. 

2. Die Beschleunigung kann nur abhängig von 
der Zeit sein. Dann ist 

-^ = f(t) oder d(^) = f(t)dt. 

Hieraus erhält man durch Integration unmittelbar 
die beiden Integrale 
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x=;{;f(t)dt+c,}dt+c,. 

3. Die Beschleunigang kann nur von der Ent- 
fernung X des bewegten Punkts abhängen. Dann ist 

-g^ = f(x) oder 

dx dx' 

-TT-— |r-dt = f(x)dx, oder x'dx' = f(x)dx. 

Durch Integration folgt hieraus als erstes Integral 
x" 1 /dx\s 

woraus sich die Geschwindigkeit des bewegten Punkts 
berechnet 

x'=-^ = V2Xf(x)dx+Cr=W. 

Hieraus ergiebt sich weiter 

als zweites Integral 

Jdx 

womit die Aufgabe gelöst ist. 

Bei kleinen Schwingungen ergiebt sich beispiels- 
weise die Difierentialgleichung 

i^ = -k'x 

dt« ^ ^' 

deren Integrale auf die Form gebracht werden können : 
x' = -^ = ya« — k«x% x=-^sin(kb — t), 

wo a und b die Integrationskonstanten bezeichneten. 

b) Durch ein System von zwei simultanen Dif- 
ferentialgleichungen 
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dt» ""^^ df ""^ 
ist, wie schon im Bändchen I aasgeführt worden, die 
Bewegung eines Punkts in der Ebene bestimmt. Nach 
Bändchen I, § 73, ergaben sich für den schiefen Wurf 
die beiden Differentialgleichungen: 
d«x_ d«y_ 
dt« ""' df ^' 

woraus unmittelbar durch Integration die vier Integrale 
d^c ^ dy , ^ 



x'=- 



x = C,t+C„ y^ ^gt«+C.t + C. 

mit den Konstanten Cj, C,, C,, C^ hervorgehen. 

§ 68. Planetenbewegung. 
a) Ein materieller Punkt P (Planet) von der 
Masse m bewege sich nach dem Newton'schen Gravi- 
tationsgesetz frei um die Sonne S, deren Masse M sei. 




Fig. 8& 
Der Einfachheit halber werde vorausgesetzt, dass die 
Bewegung in einer Ebene stattfindet und angenommen, 
dass bei Beginn derselben (t = 0) der Punkt P die 
x-Axe mit der Geschwindigkeit v^ passiere, die in 
diesem Augenblick parallel zur x-Aj^n.^^jj^^^n^ist. 
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Nach Newton ist abdann die Grösse der Kraft , mit 
welcher sich Planet und Sonne anziehen ^ ausgedr&ckt 
durch ß=k^. (1) 

Befindet sich der materielle Punkt zur Zeit t im 
Punkt P(xy), dessen ßadiusvektor r = PS mit der 
x-Axe den Winkel qp macht (Fig. 85), so gelten die 
dynamischen Differentialgleichungen 

m-äTä- = — PA = — Kcos9> 

d«y 
m--Trj- = — PB = — Esingp oder 

da cos9p = — , smg) = — ist, 

d«x ^Mm X 

dt" r* r 

d'y Mm y 



'^w-=-^-^ 



r 



welche nach Division mit m übergehen in: 

(2) 






r* 



r kM^ 



if 



wobei noch die Gleichung besteht 

x' + y'=r'. (3) 

b) Multipliziert man die Gleichungen (2) mit 

dx dv 

2x' = 2-^ bezw. 2y' = 2-^, 

so ergiebt sich durch Addition 

M 

2x'x'' + 2y'y''= — k-p-(2xx'+2yyO oder 
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dt r* dt 

d(x" + y")^ 2kM-^. 

Durch Integration folgt hieraus als erstes Integral 
der Differentialgleichungen (2) das Prinzip der 

lebendigen Kraft 

M 
x" + y" = 2k-^ + r oder (4) 

M 
v- = 2k^^ + r, (4)* 

worin sich die Konstante P durch die Bedingung er- 
mitteln lässt, dasB für t = Ox' = 0, y' = Vo> '^'o ^®** 

c) Werden andererseits die Gleichungen (2) mit 
— y, bezw. x multipliziert und addiert, so folgt 

xy"— yx"=0 
und hieraus durch Integration als zweites Integral das 
Prinzip der Flächen 

xy' — yx' = 2U. (5) 

Da für t=0, x = r^ die Geschwindigkeitskompo- 
nenten x' = 0, y' = Vo gogö^on sind, so ergiebt sich 
hieraus 

• r.T.=2U, also U=^, 

womit ü bestimmt ist. 

Die Gleichung (5) kann auch in der Form ge- 
schrieben werden: 
xdy-ydx ^^^ ^^^ x(y+dy)-y(x + dx) ^^^^ 

Hierin ist bekanntlich durch x(y + dy) — y(x + dx) 
das doppelte Flächenstück 2df dargestellt, welches der 
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B.adia8Yektor in der Zeit dt beschrieben hat. Daher 

ist auch 2df df 

^ = 2IJoder^=2lJ. (6) 

Erklärung. Man bezeichnet 

-at-=-2-(^y'-y^') 

als Flächengeschwindigkeit des Radiusvektors r. 
Daher gut der 

Satz: Bei der Bewegung eines Planeten 
um die Sonne ist die Flächengeschwindig- 
keit konstant. 

Durch Integration geht (6) über in 
f = Ut + C, 
oder da = wird, in 

f=Ut. (7) 

Wir erhalten somit den 

Satz: Bei der Planetenbewegung sind die 
zurückgelegten Flächenräume proportional 
der Zeit oder 

Das zweite Keppler'sche Gesetz: Der 
Radiusvektor beschreibt in gleichen Zeiten 
gleiche Flächenräume. 

d) Um die Bahnkurve zu bestimmen, multipliziere 
man die Gleichungen (2) mit 2U = xy' — yx', dann 
erhalten wir 



2Ux'' = — kM^^^^^-7r-^ = — kM 



dt 
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und hieraus durch Integration 

— y 



2Ux'= — kM^+B 
r 



2Uy' = + kM l-A 



+ x 



Mit Berücksichtigung der anfänglich gemachten 

Annahmen ergiebt sich hieraus B = 0, A = r^v^ — kM. 

Werden beide Gleichungen mit den angeschriebenen 

Faktoren multipliziert und addiert, so folgt als weiteres 

Integral die Gleichung: 

2ir(xy' — yx') = kMr + Ax oder 
4U' =kMr + Arcosg) oder 

4U* 



kM+Acosy* 
die ftir 



(8) 



kM' *'■" kM 
die Gestalt erhält q 

1 — «cosgp 
und bekanntlich die Gleichung eines Kegelschnitts 
in Polarkoordinaten r, q> darstellt, bezogen auf einen 
Brennpunkt als PoL 

Je nachdem « = 0, 1, < 1, >1 ist, ist derselbe 
ein Kreis, eine Parabel, eine Ellipse, eine Hyperbel. 
Somit gilt der 

Satz: Bewegt sich ein materieller Punkt P 
unter dem Einfluss der Anziehung eines 
festen materiellen Centrums S nach dem 
Newton'schen Gesetz, so beschreibt derselbe 
einen Kegelschnitt, in dessen einem Brenn- 
punkt F sich S befindet. 
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202 Exkurs auf das Gebiet der gew. Differentialgleichg. 

Bei der Planetenbewegnng ist die Bahnlinie eine 
Ellipse. Alsdann lässt sich dieser Satz auch aussprechen 
als Erstes Kepplersches Gesetz. Die Pla- 
neten bewegen sich in Ellipsen, in deren 
einem Brennpunkt die Sonne steht. 

Hat diese Ellipse (Fig. 86) die grosse Axe a, die 
kleine Axe b und die lineare Excentricität e, so folgt 
aus (8) für ^ = und 9P = w 

4U« 4U' 



a — 8- 



kM + A» 



a + « = 



Jljihjel 




kM — A' 



Per i hei 



woraus sich ergiebt 



Fig. 86. 

_ 4U'kM 
*"■ k'M' — A" 

b=yär::r?= 



4U 



(9) 



Vk'M» — A' 
und hieraus 

4a = kMb«. 
e) Nach Formel (7) ist 

f=TJty also auch 
F = UT, 
wenn F den Inhalt der ganzen Ellipse und T die Um- 
laufszeit bezeichnet. Es ist also auch 
^ab = UT, 
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Planetenbewegung. 203 

woraus folgt 



Für einen anderen Planeten mit der grossen Axe a^ 
ist ebenso 

4 TT» 

T':T,« = a»:a/. (10) 

Hieraus folgt aber das 

Dritte Kopple r's che Gesetz: DieQua- 
drate der Umlauf szeiten zweier Planeten 
verhalten sich wie die Kuben der grossen 
Axen ihrer Bahnen. 

f) Führt man Polarkoordinaten 
x=roos9>, y^rsiny 
ein, so ist 

x' = r' cos g) — r sin tp y ' 

y' = r'sin9) + rcos9pg)' 
x'« + y'« = r" + r«9)'* 
xy' — yx' = r"9P, 
womit die beiden Prinzipien (4) und (5) in Polar- 
koordinaten die Gestalt erhalten: 

Man erhält 
r*r" = 2kMr+r«r 

— - = -i-V2kMr+r»r-— W 
dt r ' r 

Jrdr 
-^ = i(j)- (12) 
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204 Exkurs auf das Gebiet der gew. Differentialgleichg. 



Femer ist 
d^_2U 
dt "" r« ' 
somit 



. , 2U.^ 2U 
also dop = — r dt = — i- . 
^ r* r* 



rdr 



Jdr 



(13) 



Durch die Gleichuug (12) lässt sich r in Funktion 
der Zeit ausdrücken. Die Gleichung (13) stellt die 
Bahnkurve dar. Damit sind sämtliche Integrale der 
Differentialgleichung (2) ermittelt. 

g) Zieht man im Funkt F des Kegelschnitts, in 
welchem sich der materielle Funkt zur Zeit t befindet, 
die Tangente an die Bahnkurve, deren Neigungswinkel 
gegen die x-Axe ^ sei, und fällt man vom Fol S das 
Lot SH auf dieselbe, so ist 




Fig. 87. 
p = r8in(t> — q>) und 
x = rco8g>, j = TBinq> 
x' = Vx = vcos^, y' = Vy = VBin^, 
daher geht die Gleichung (5) über in 

rv(cos9Psin<J — sin9pcos<J) = 2U oder in 

rvsin(^ — 9>) = 2U, woraus folgt: 

'"^ '^ (14) 



rBin(t^ — q>) 
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Flanetenbewegnng. 205 

Es gilt damit der 

Satz: Die Geschwindigkeit Y, die ein Planet 
zu irgend einer Zeit erreicht, ist umgekehrt 
proportional mit dem Abstand der aagen- 
blicklichen Bahntangente von der Sonne. 

Dieser Abstand ist am kleinsten zur Zeit des 
Perihels und am grössten zur Zeit des Aphels 
(Fig. 86). Daher ist auch die Geschwindigkeit der 
Planeten am grössten zur Zeit des Perihels und am 
kleinsten zur Zeit des Aphels. 
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6-3« 6$$c»ett'sd)e Uerlag$ftanamttg in Ceipxlg, 

Ooeben beginnt in unsrem Verlage eine' neue Publi- 
kation zu erscheinen, die den Namen 

Sammmng Sembert 

führt. 

Der ungeahnte Aufschwung, den in den letzten Jahr- 
zehnten Technik und Naturwissenschaften genommen 
haben, hat die naturgemässe Folge gehabt, dass sich von 
Jahr zu Jahr ein lebhafteres Interesse der 

— Mathematik — 

zugewendet hat. Wenngleich für jedes der einzelnen 
Gebiete der Mathematik Lehrbücher genug vorhanden 
sind, so fehlte es doch bisher an einem auf dem heutigen 
Standpunkte der Wissenschaft und der Lehrmethode stehen- 
den Lehrgange der gesamten Mathematik, welcher, ein- 
heitlich angelegt, in systematisch sich ent- 
wickelnden Einzel-Darstellungen alle Gebiete 
der Mathematik umfasste. 

Dieser Umstand bewog uns, die „Sammlung Schu- 
bert^ ins Leben zu rufen, eine Sammlung mathe- 
matischer Lehrbücher, die erstens wissenschaftlich 
angelegt sind, zweitens den Bedürfnissen des Praktikers Rech - 
nung tragen und drittens durch eine leichtfassliche Dar- 
stellung des Stoffs auch für den Nichlfachmann verständlich 
sind. Die Form der Darstellung ist so gewählt, dass die 
einzelnen Bände in gleicher Weise für den Unterricht, 
wie für den Selbstunterricht, oder zur Repetition ge- 
eignet sind. 
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Soeben erschienen : 

Band I : Elementare Arithmetik u. Algebra 
von Prof. Dr. Herrn. Schubert. 

„ IV: Konstruierende und beschreibende 
Stereometrie von Prof. Dr. G. Hoiz- 
mttUer. 

„ VI: Algebra, Determinanten und ele- 
mentare Zahlentheorie von Ober- 
lehrer Dr. 0. Pund. 



Im Laufe dieses und des nächsten Jahres folgen 
alsdann : 

Band II: Elementare Planimetrie von Prof. 
Dr. W. Plliegrer. 

„ III: Ebene und sphärische Trigono- 
metrie von Oberlehrer Dr. F. Bohnert. 

„ V : Niedere Analysis von Prof. Dr. Herrn. 
Schubert. 

„ VII: Elemente der synthetischen Geo- 
metrie von Oberlehrer Dr. Bögrer. 

„ VIII : Analytische Geometrie der Ebene 
von Prof. Dr. Max Simon. 

n IX: Analytische Geometrie desRaumes 
von Prof. Dr. Max Simon. 
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Band X : Differentialrechnung von Prof. Dr. 
Franz Meyer. 

„ XI : Integralrechnung von Prof. Dr. Franz 

Meyer. 

„ XII: Darstellende Geometrie von Dr. 
John Schröder. 

r, XIII: Differentialgleichungen von Prof. 
Dr. L. Schlesingrer. 

« XIV : Praxis der Gleichungen von Prof. 
G. Bnngre. 

r, XV: Elemente der Astronomie von 
Direktor Dr. E. Hertwigr« 

„ XVI: Mathematische Geographie von 
Direktor Dr. E. Hertwigr« 

„ XVII: Berechnende Stereometrie von 
Prof. Dr. O. Holzmttller. 

n XVlii: Geschichte der Mathematik von 
Prof. Dr. B. Hanssner. 

„ XX: Versicherungsmathematik von 
Ferd. Paul. 

Weitere Bände sind in Aussicht genommen. 



G. J. Göschen'scbB YerlagsIiandliiDg 

in Leipzig. 
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üxttxU Ut treffe über ^ßümmlm^ <S5f(^en'^ 

a^ctttf^c Sel^reraeitg., Sttlin: 9?ttd& bet! \>ox^ * 

fiegeitbcn Sßäxtbö^ ftel^et! totr ntd&t an, bie gany ©ammlttitfl ttufg 
attqefcgentlic^ittc ntd^t aüein ^um ®ebrau(^ in l^dl&er^n ©j^ulettt fonbcm 
oiic^ ^ttt ©etbftbele^ninfl p em^fe^tcn. 

Scl^rcr^acituitg: SBcnn eine furagebröitgtc t^^t^pfollfdje ®e«- 
grati^te oui$ ber gfeber ettted fo tüchtigen i^ac^maune^, toit ed $rof* 
©ütttl^cr nt SWünd^en ift, erjt^eitit, fo ift öou Uöritl^crcin a« ft*» 
märten, bag bad nut etmä^ ®uteiS fein fann. S^btt, ber bad Sßwä^ 
lieft, mirb feigen, bag er Sxd^ in biefer Q^noartung ntd^t getaufc^t l^ot. 

^udlanb: itanm je i^ mir ein 2Bni4 S» <9eftd^t gefommett, bad 
mie 9iebmann^j» „ber ntenf Al^e ^dv)ier unb ^tefunb^ettdle^re" auf fo 
fteinem 99aum ein fo ftarei^ M3ilb t)on bem SBau unb htn Sl^ätigfeiten ht^ 
mcnft^tid^en ^Ör|)er« aeboten l^ötte. S^ ftel^e nic^t an, ba9 2l?erf(^en aU 
ein für ben Unterricht ^dii^ft bran^bared ju be^eic^nen. 

$er(. pi^ilolog. ^oc^enfc^rift: ©teubing, griei^ifd^e nnb 
romifd^e a)^t|tq«(09ie* ®ie überaus fc^mierige ^ufgabe^ ben toefent^ 
lic^ften 3nbalt auf nur 140 Äleinoftaöfctten überfnä^tlic^ unb gemein^ 
DerftänbUd) baraufteüen, ift bon bem ^erfaffer beiS Dorftel^enben, in ber 
befannten ^rt ber „Sammlung (Sbfd^en^' auSgeftatteten SdüäHtin^ in 
^i^i^fl anerfenneitdliperter JBeife geloft toorben. 

Scttfc^r. f. btfÄ. Unterricht: 2)ic rr^ft^oi^beutfdie ßitterotur'' 
©d^aufflerd ift eine ^ot^erfrenli^e &aht} fie berul^t überall auf ben 
neueftcn fjorfd^ungen uvh gtcbt hai^ SBid^igfte in !na|)pfler gorm. 
^ 9?atur: (Eis ift gerobep erftaunltc^, mie ed ber rü^mlid^ft belannie 
Verlag ermöglid^t, ffir fo enorm billige greife fo »orsügliilb aii9ge« 
fiattete JBerfd^en i^u tiefem, ^a» oorliegenbe ^önbd^en bringt in 
fnapper unb toerftönbtid^er gform bad SSBiffen^n^ertefte ber aj'linerafogie 
jum 5(uSbrucf. Soubere ?lbbilbungen erleichtern ha9 SSerftänbni§. 

&lohu^: Q» ift erfHannUi^, toie »iet biefe Keine j^artentunbe 
bringt, ol^ne an ^(arl^eit p t^ertieren, toohti nod^ ^vl berücffidbtigen ift, 
bag Diele 9bbilbungen ben S^aum ftarf beenaen. Sortrefffid^ h^irb 
bie i{arten))roieftiottd(e4re unb bie ^o))ograti9ie gefd^ifbert* 

92ational5eitg.: (Sd ift Ii9 je^t in ber bentfäfen Sitteralnr 
loo^I ttodf uid^t bagetoefenr ba^ ein Seimoanbbanb t)on faft 300 Seiten 
in ttorjüglid^er 2)ru(f« unb $apieraudßattung au einem $reid ^u l^aben 
mar, mie ibn bie „Sammlung ®5fcben" in il^rem neueften ^anbe, Was 
901^^9 ^efi^id^te ber beutfi^en Sitteratnr für ben Setrag t)on fage 
ac^ti^ig Pfennige ber beutfc^en Sefermelt bietet 

Set|)jiger geitung: 3Ber fid^ xa\ä^ einen guten Ueberblicf über 
ba§ Gebiet ber beutfcj^en$^elbenf age t)erfd)afTen miU, ofine eigene 
intenftöerc Stubien machen sn lönnen, ber greife gctroft ju bem S^üc^Iein 
jon äftricaef. 

?ra!t. Sd^ufmann: (Sin SReifterpif fursen unb bnnbigen, 
odi fiaxtn unb Dielfagenben iluÄbrndfSQ mteMH^^^^^en^d^^ 



Öittcraturgcft^t»»* öon <ptof. m. Sto^ ijloitt? Me öotneacnbe>,*e«We 
©efi^^te tmlRUtelttaeir^ 

Statur: Sn ber ©Hernie öoit Dr.ftrctn empfänat bcr ©c^ükr faft 
mel^r, tüie er aW Slnfangct Beborf^ nitnbcftettÄ ober |o ^i^^ ^aß er bo3 
SBiffengtüürbtgfte a\i unentbel^rli(^e ©runblogc ^nm SScrftänbnijfc ber 
S^^emie emipföngt. . . 

ftun ft f. S(IIc msmäien): ft. Äimttiid^ bel^otibeft in feinem 
SBänbd^en, „Seid^enfd^ule" bcnonni in f]ta)))iev, ferniger, fad^Uf^« 
§te((etotigter gorm baiJ mcite ©ebiet bciJ bilbmägtgeu Seidenen? 
unb SD^atcnS. . . . ©Icici^ nufebringcnb unb in reid^ftem SD'iaßc bitbenb 
filr £e:^rer, @(^üler unb Steb^aberfünfller, ntdd^te id^ bad toir!(i^ 
tiorsüglid^t 98erf mit tuarmen anerlennenben Sßorten ber @in« 
fü^rung in @d^ute, ^m^ unb äBer!|ltatt augängtid^ mad^en. ^ie 'än^* 
ftattung ift babei eine fo öornel^mc, baß mir ber ^i3 öon 80 Pfennigen 
far baS gcbunbcnc SBerl t)on 138 ©eitcn f(. 8** njirflid^ läi^eruiH bittig 
ccjc^cint. S^ic^t loentger aW 17 2:afeltt in ^on-, garbcn^ unb ©olbbrurf, 
fomie 135 ^oU" unb ^e^tbilber iUuftrieren htn äugerft gefttttbett Se^r^ 
gaitg biejer geid^enfd^ule in feinfü^Ienber SBSeife* 

^ä)\üäh, aWerfur: ?Prof. ®^ aj^a^fer in Ulm tegt uit«, eine 
^arftetlung ber ebene» (Geometrie t)or, bie hx^ ^ur ^u^meffung beS 
Ärcife§ einfd^Iießlid^ gel^t. S3efonbere ©orgfalt ift ber ^(uSttwil^t unb 
5lnorbnung ber giguren 5u teil gemorbcn, bereu fouberc Slu^fül^rung 
in 2 garben ongenci^m berührt. 

&Uhn^: Soernei^, Urgefd^id^te. ®er bemäl^rtegforfd^er auf ttor« 
gefd^ic^tdd^em Gebiete giebt l^ier in fuappfter fjorm bie le^rreidpe 3u- 
iammeuftettung be§ 2ßiffcu§ioerteften ber Urgefd^id^tc. IßortreffUi^ ge- 
eignet 3ur ^infft^rung nnb ^nm Ueberbltd. 

gal^regberid^te ber ÖJef d^id|tSloi|feufd^oft: $ommcI, 
auf bem dJebiet ber altorientalifrfiett ©efd^id^te etne anerfaunte 5(utorität, 
bcl^anbelt in biefem S5önbd^en bie moraenlänbifd^e Öfefc^ic^te 
niit großer ©enautgfeit unb miffenfd^aftli^er ®rünblid|feit in fnopjpfter 
Jorm. S)aS Reine S3üd|Iein muß marm empfol^Icn merben. 

S*)5gr. 3tg. (aBiHciif(^.»cif.):,,®ie^ftanae*iiönDr.(5,^ennert 
fönnen toir befteng empfe()ten. 3n fütjeftcr, fnappefter, feit f(ttrer nnb 
uerfiSnbltt^er gorm toeiß jeiu 58erfaffer alleS SSiffenSmertefte über btn 
inneren unb äuleren Sö.au unb über bit SebcnSöerrid^tungen ber ^Pffan^e 
äur ?lufd)auung ju bringen, njo^u feine gana tJortreffddftenr fe(bftge= 
seid^neten S^e^tabbilbnugen augerorbentlid^ Diel beitragen l^elfen. 

@dC)n)ab. aJ^erlur: ^ie 9iomifd^e 9((tertnmd!unbe t)ou Dr. Seo 
'Sßloäi bc^anbelt fur^ unb !(at bie ^erfaffungSgefd^id^te, bie ©taatö* 
gctüalteu, ^eernjefen, SRedjt^pflegc, ginansnjefen, feultuiJ, ba^ $au3, bie 
äteibuna, bie S5cftattung unb anbcre öffentliche mb l^äuölic^e (Sinrid)* 
tungen ocr 9?ömer .... 

SBeimarfd^e gcitg.: aöalt^arüieb. ERit biefer Uebcrfefeung 
mtrb nn^ eine l^oc^miüfommene unb öon Öitteraturfrcunben längji er- 
fel^ntc &dbt geboten. . . . SSon einer guten Ucberfefeung ijl ju öer* 
langen, baß fle, finn» unb jugleid^ möglid^ft mortgetren, ol^ne bem Ur- 
tejt, toie ber beutfc^en S^wofte (Uetoolt anaut^un, btn ®eift beS DriginaW 
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Statur: Stt ber S^emie öoit Dr. ftlcin cmpfanat bcr ©exilier faft 
mcl^r, tüie er at« Slnfangct Bebarf, mihbcftenÄ aUx ]o öicT, baß er bo0 
SBiffengwürbtgfte ol§ unctttbe^rlit^e ©runblage jum SSerftönbniffe ber 
©kernte emipfängt. . . 

Äunft f. Sllle (»Wn4cn): ft. Äimittid^ bel^onbelt in feinem 
^ftnbd^en, „B^^^^^i^^^^'^ ^^^<<^n^ ^n tnapptt, feritiger, fad^Uii)» 
5ie((etoiigter Soriit ba§ tuette @$ebiet bed bi(bmögtgen 3eid^nen0 
mb Maitn^, . . . ©leid) nufebringenb unb in retd^ftem SD^aße bitbenb 
für Seigrer, ©d^üler unb Siebl^aberfünftler, möd^te idj ba3 toirKH 
tiorsüglidftc aSerf mit toarmcn onerfennenben SBorten bcr @in* 
fü^rung in ©d^ule, §au§ unb 2Bcr!ftatt ^ugöngtid^ mad^en. 3)ie Slul* 
ftattung tft babei eine fo öomel^mc, ba^ mir ber ^etS Don 80 ^Pfennigen 
far baS gcbunbene SBerl t>on 138 (Seiten f(. 8** njirütd^ läi^ctHiift bittig 
ccjcbeint. fflxd^t mentgcr otg 17 3:afeln in 3:on", garben^ unb ©olbbrudf, 
fomte 135 SJolI^ unb S^ejtbilber illuftricrcn btn äugerft gefitttbett ße^r« 
gaitg bteier geid^enfc^ule in feinfft$(enbet SBSeife. 

(Sd^iüöb. aJierfur; ?prof. &. SWa^fer in Ulm tegt un3 eine 
S)arfteÜung ber thtntn (Geometrie öor^ bie hi^ jur StuSmcffung be§ 
Steifes einfd^Iieglid^ gel^t. S3efonbere ©orgfalt ift ber SluSmal^l unb 
§tnorbnung ber giguren 5U teil geworben, bercn foubere SluSfül^rung 
in 2 garben ongenei^m berül^rt. 

(SlobttS: öoerneS, Urgefti^^te. ®er bemä^rtcgorfd^er auf imr- 
gef^ic^tlit^em Gebiete giebt l^ier in fnappfter fjorm bie lel^treit^c 3u- 
jammenftellung be§ 2ßiffcn§ioerteften ber Urgefd^ici^te. IßortreffUi^ ge- 
eignet int ^infü^rnng unb jum UeberbUdf. 

gal^re-^bfrid^te ber ÖJefd^id^tSioiJfenfd^aft: $ommcI, 
auf bem ÖJebtet ber oltorientalif^cn ®ejd|id^te eine anerfanntc 5(utorität, 
bc^anbelt in biefem S3önbrf)en bie moracnlanbifd^e Öfefc^ic^te 
mit großer ®enauigfeit unb miffenfc^aftli^er ©rünblid^fcit in fnc^|)fter 
Jorm. S)a§ lltint SBüd^lein muß marm empfoi^Ien merbcn. 

S»)5gr. 3tg. (SBiffcnfd5.iBcif.):,,®ie^ftauac''i>ottDr.e*2)ennert 
fömictt njir beftenS empfe()(eu. 3n fürjefter, fnappcfter, fe^r Harer nnb 
uetfianbüf^ev fjorm weiß fein Serfafjer alleä SBiffenSWertefte über bm 
inneren uub äußeren ^ßn unb über bk Seben^öerrid^tun^en ber ^ffau^e 
jur ^uj^auung gu bringen, ttjo^u feine ganj tiortreffltt^en^ felbftge» 
seic^neten S^e^tabbilbnugen außerorbentlid^ öiel beitragen l^elfen. 

©djWäb. ^er für: ^ie Siiimiffi^e $((tertumd!unbe bon Dr. Seo 
58(ocft be^anbelt fur^ uub flar bie SerfaffungSgefci^id^te, bie ©taats* 
getualtcn, ^eerwefen, 9fiedjt^pflege, ginanawefen, feultug, ba^ ^auS, bie 
Äleibuna, bie S5eftattung unb anbere öffentliche tmb l^öuölid^e einrid)* 
tungen ber 9f?ömer .... 

aSeimarfc^e geitg.: Sßalt^arKieb^ ERit biefer Uebcrfefeung 

wirb nnS eine l^od^wtüfommene unb Don öitteraturfreuuben längji er* 

feinte ®abc geboten. . . . SSon einer guten Ueberfefeung i|l ju öer* 

'tngen, ba^ fle, finn» unb jugleidi möglid^ft wortgetreu, ol^ne bem Ur- 

«;, wie ber beutfc^en ©iwod^e QJcwalt anaut^un, btn QJeift beS Driginol« 



